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МЕТОДЫ ВОЗМУЩЕНИЙ 

В книге элементарно и на современном уровне описываются методы малого 
параметра в применении к широкому кругу задач механики и математической 
физики. Наряду с классическими методами в ней рассматриваются и 
оригинальные, разработанные автором. Многочисленные примеры и задачи, 
имеющие также и самостоятельный интерес, делают изложение ясным и 
понятным. Большое количество примеров дается в заключение глав в качестве 
упражнений. 

Книга представляет интерес для специалистов, работающих в области 
прикладной математики и механики, а также для студентов и аспирантов, 
специализирующихся в указанных областях. 
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— растянутых координат 62, 63, 67— 
124, 129, 171, 253, 324 

— — — ограничения 92, 113—118, 
122—124, 324, 325 

— — параметров 67, 69—91, 111, 
113, 114, 118, 120 

— Ритца — Галеркина 70 

— Рытова 387, 399—400 

— Рэлея — Шредингера 67, 81, 84 

— сглаживания 330, 387, 407—409 

— составных разложений 159—170, 
340 

— — — ограничения 168—170 

— сращивания  асимптотических 
разложений 48, 58, 63, 92, 
124—159, 163, 168, 170, 253, 
339, 370, 405, 411 

— — — — ограничения 171, 324, 362 


— — — — приложение к задачам о 
точках возврата 359—362 

— Страбла 187—189, 192, 199, 210, 
240 

— — ограничения 189 

— Стюарта — Ватсона — Экхауса 
177—179 

— Темпла 68, 108—109 

— Уизема 234—240 

— Уиттекера 74—76, 79—81, 119, 
201, 216 

— усреднения 174—244 

— — обобщенный 183—186, 207, 
228, 240—242 

— Фробениуса 13, 332 

— характеристик 400 

Механика полета 250 

Модель нелинейной неустойчивости 
35—36, 61, 66, 110, 111, 114, 
115, 284—286 

— Томаса — Ферми 253 

Модуль Юнга 47 

Наложение 127, 134 

Начальный слой 33 

Небесная механика 250 

Неравномерность разложений 25— 
27, 34—41, 43, 45, 48, 49, 53, 55, 
57—66, 114, 140, 151, 246, 305, 
306, 337, 358, 393, 403—404 

Несимметричный изгиб пластины 
46— 48, 142—148, 171 

Неустойчивость 91, 288, см. также 
Модель нелинейной 
неустойчивости 

— Рэлея — Тэйлора 90, 252 

Нормальное решение 69, 71, 79, 332, 
348, 354 

Область бесконечная 34—41 

— внешняя 127, 136 

— внутренняя 127, 137, 162, 168 

— краевого эффекта 125 

— неравномерности 26, 27, 29, 33, 
131, 148, 152, 155, 305, 359, 
403—407 


Обобщенный вектор 195 

Оболочка 251 

Обтекание сферы 39—41, 154—159, 
173 

— тела 43—44, 127 

Оператор интенсивности 398 

— массы 398, 408 

— самосопряженный 178, 179 

— сопряженный 179 


— Фаа де Бруно 208 

Оптимальное управление 92 

Орбиты 76 

Особая точка, определение 330—331 

== — разложение волизи 
нерегулярной 330—333, 348— 
349 


— — регулярная 13, 331 

Особенность 16, 33, 43, 48, 54, 55, 94, 
95, 97, 99, 100, 117, 151, 383— 
385 

Осцилятор Ван-дер-Поля 11—12, 
45—46, 64, 65, 118, 183, 185— 
186, 192— 193, 226—229, 240, 
241, 264—266 276—279, 292— 
295, 325, 326 

— линейный демпфируемый 244— 
262 

Парадокс Уайтхеда 41 

Параметр большой 337, см. также 
Точка возврата 

— возмущения 10—12, 25, 329, см. 
также Малый параметр при 
старшей производной, Метод 
растянутых параметров 

— характеристик 103, 108 

Параметризация 101, 105 

Переменная внешняя 134, 135, 159, 
160 

— внутренняя 134, 135, 159, 165, 169 

— — выбор, 129—131, 137—138, 
141, 148—149, 152—153 

— — обобщенная 161 

— Озеена 158 

— Стокса 159 


Перенормировка Борна 393—399 

Переходная кривая для точек 
либрации 76—81, 279—281, 295 

— — для уравнения Матье 71—76, 
199—201, 210—216, 272—276 

Период 184, 207 

Плазма 69, 91, 233, 234, 251, 252, 393 

Пластичность 104 

Поверхностный слой 125 

Пограничный слой 27, 33, 44, 92, 125, 
126, 162, 250, 378 

— — расположение 129—131, 137, 
142—147 

Потенциал 36, 97, 103 

Поток в канале 66, 234 

— гиперзвуковой 91 

— по наклонной плоскости 48—53, 
113 

Предел внешний 126, 131, 134, 143, 
153, 160 

— внутренний 126, 132, 134, 144, 
145, 153 

— Озеена 155 

— приемлемый 359 

— промежуточный 134 

— Стокса 155 

Предельный цикл, точка, решение 46, 
114, 123 

Преобразование Депри 218 

— каноническое 196, 206, 207, 215 

— Лангера 329, 370, 374, 411 

— — обобщение 365 

— Ли 217 

— Лиувилля — Грина 59, 337, 363 

— Олвера 365, 411, 412 

— почти тождественное 62, 68, 184, 
206, 217 

Преобразование растяжения 125, 128, 
129, 131, 132, 137—138, 148, 
152— 153, 166, 305, 359, 403— 
404 

— сжатия 155 

— фон Цайпеля 186, 207, 214, 218 

— Хори 218 


Приближение Борна 388 

— Грина — Лиувилля 59, 337—339, 
342, 346—347, 358 

Производящий вектор 217 

Разложение Борна 329, 387—393, 399 

— внешнее 55, 58, 124, 126, 129, 131, 
139, 141, 143—144, 153, 161 

— внутреннее 124, 126, 128, 132, 139, 
142, 144—151, 154, 160, 162, 
164 

— — в задачах о точках возврата 359 

— [ Неймана 387, см. также 
Разложение Борна 

—  обобщенное, см. Разложение 
составное 

— Озеена 155—159 

— по характеристикам 68, 100—108, 
324 

— составное 129, 136, 139, 142, 147, 
151, 154, 372—374, 411, 412 

— — построение 136 

Рассеяние 68, 110, 253, 387, 390, 393, 
394 

Расслоение 234 

Растяжение зависимых переменных 
113, 123 

— характеристик 101, 103 

Резкое изменение 118, 124, 324 

Резонанс 201, 205, 213, 243, 250, 267, 
343—346 

— параметрический 252 

Решение внешнее 127, 129 

— внутреннее 126, 127 

— периодическое 45, 90, 114, см. 
также Уравнение Матьб, 
Устойчивость эллиптических 
треугольных точек 

— составное 127 

— Стокса 40 

Ряды, см. Асимптотические ряды 

— и преобразования Ли 186, 215— 
233, 242, 325 

— Неймана 389 

Сдвиг 90 


— особенности 53—54, 63, 64, 92— 
96, 108—109, 112—113, 118, 
120, 121 

Седловая точка 271 

Символы порядка 16, 17 

Сингулярное возмущение 27, 114, см. 
также Неравномерность 
разложений 

Скользящая опора 65, 140—142 

Скорости характеристические 
волновые 104 

Скорость 67, 69, 89, 90, 104, 105 

— волн Рэлея 57, 148 

— групповая 194, 236, 238, 287, 321 

— фазовая 89, 90 

Случайная функция 386—388, 391, 
392, 396, 407, 408, 409 

Собственное значение 67, см. также 
Задача на собственные 
значения 

Соотношение Рэнкина — Гюгонио 97 

Спутник 250, 296 

Сращивание внешнего и внутреннего 
разложений 62, 124, 129, 131, 
134— 136, 139, 142, 144—147, 
150—151, 154, 405 

— — — — — в задачах о точках 
возврата 360—362, 367 

— промежуточное 134 

— процедура Прандтля 126, 133 

— — усовершенствованная 133—134 

— условие Ван Дайка 128, 134—136 

— — Каплуна 134 

Статистическая механика 253 

Субнормальное решение 333, 353— 
354 

Сферическая каверна 91 

Сферический маятник 242 


Сшивка асимптотических 
разложений, см. Сращивание 
внешнего и внутреннего 
разложений 


Теория крыла 113, 253, 325 


— — сверхзвуковая 36—38, 61, 91, 
100—103, 107, 111, 112 

— ньютоновская 92 

— Флоке 71, 74, 76, 79 

Теплопроводность 56, 92, 97, 171, 


366, 411 

Термоупругие волны 56—58, 148— 
151 

Течение Кельвина — Гельмгольца 
90, 253 


Точка ветвления 95 
— возврата 59—60, 128, 137, 305— 
307, 329, 330, 358—386, 403— 


407 

Точки либрации, см. Устойчивость 
эллиптических треугольных 
точек 

— треугольные 250, см. также 
Устойчивость эллиптических 


треугольных точек 

Треугольник Ли 221, 222 

— Паскаля 221 

Узел 271 

Упругость 56, 70, 103, 378 

Уравнение Беллмана 32 

— Вернулли 97 

— Бете — Салпетера 398 

— Больцмана 253 

— Брезертона 237—238, 244, 286-288 

— Власова 91, 233 

— волновое 386—409 

— Гамильтона — Якоби 197, 198, 
202, 206, 215 

— Гельмгольца 251 

— гиперболическое 48, 53, 68, ИЗ, 
406 

— Дайсона 398, 408 

— диффузии 48 

— Дюффинга 34—35, 60, 61, 65, 69— 
71, 110—111, 118, 119, 182, 
187—189, 190—192, 198—199, 
208—210, 240— 245, 290—292, 
308—312 


— Клейна — Гордона 89—90, 120, 
190, 193—195, 239—240, 243, 
251, 322—324 

— Ландау 409 

— Лиувилля 253, 407, 409 

— Матьё 64, 70—73, 76, 118, 199- 
201, 210—216, 240, 272, 276, 
525 

— Озеена 156 

— Oppa — Зоммерфельда 233, 385 

— параболическое 48, ИЗ, 406 

— переноса 400, 405 

— присоединенное 364 

— Рейнольдса, см. Скользящая опора 

— теплопроводности, краевая задача 
с начальными условиями 166— 


168 

— Фоккера — Планка 253 

— Хилла 71 

— Шредингера 67, 84, 175, 362, 366, 
368, 370 

— эйконала 400, 404, 405 

— Эйри 333 

— эллиптическое 48—53, 113, 252, 
324, 386 

Уравнения в вариациях 187, 198, 200, 
206 


— Лагранжа 195 

— Навье — Стокса 39, 43, 49 

— Эйлера — Лагранжа 233, 236, 238, 
240 

Условие прилипания 44 

— разрешимости 167, 323 

— совместности 235, 240 

Усреднение 195—240 

Устойчивость 71, 90, 91, 114, 115, 
177—179, 252, 271, 378, 385 

— эллиптических треугольных точек 
76-81, 279-281, 295 

Фаза 194, 217, 406 

— быстро вращающаяся 183, 217, 
251 

Фейнмановские диаграммы 329, 
387—399 


Фокус 271 

Фон Цайпеля процедура 205—216, 
218, 248 

— — ограничения 214 


Функции Бесселя 9, 14, 25, 31, 334— 


337, 351-353, 411 

— Вебера 369, 405, 407 

— Ломмеля 378 

— параболического цилиндра 368, 
405 

— растягивающие 68, 91, 101, 114, 
116, 117, 122 

— Уиттекера 370 

— цилиндрические 384, 405, 407 

— Эйри 60, 359, 360, 405 

— эллиптические Якоби 204 

Функция Грина 388, 390, 407 

— Матье 362 


— производящая 197, 200, 205, 208, 
211,212. 215,213,232 

— тока 39, 44, 50, 68, 127, 155 

Характеристический показатель 69, 
74, 79 

Цилиндр твердый расширяющийся 
97— 100 

— эллиптический 370 

Частота 67, 69, 111, 180, 270, 

Число Маха 37, 97, 98 

— Рейнольдса 50, 385 

— — большое 43, 145 

— — малое 39, 40, 154 

Эксцентриситет 76, 250, 370 

Энергетический уровень 67, 69 

Энтропийный слой 92 

Ядро 396 


Предисловие редактора перевода 


Предлагаемая книга посвящена методам возмущений, или 
асимптотическим методам малого параметра для решения диф- 
ференциальных уравнений. Методы малого параметра представ- 
ляют собой одно из наиболее мощных средств современной при- 
кладной математики. Они позволяют получать приближенные 
аналитические представления решений весьма сложных линейных 
и нелинейных краевых задач как для обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений, так и для уравнений в частных производ- 
НЫХ. 

Методы малого параметра широко применяются в механике, 
физике и других науках, оперирующих дифференциальными урав- 
нениями. Большинство этих методов (например, метод Пуанкаре, 
метод усреднения, метод пограничного слоя} первоначально воз- 
никли именно при решении конкретных задач механики и физики, 
а затем уже были развиты и обобщены. Впоследствии многие 
методы получили строгое математическое обоснование. Однако до 
сих пор целый ряд методов малого параметра, особенно приме- 
нительно к нелинейным уравнениям в частных производных, 
нельзя считать строго обоснованными, и успех их применения 
часто бывает связан с глубоким и неформальным проникнове- 
нием в суть задачи, с пониманием процессов, описываемых дан- 
ными уравнениями. В настоящее время, в эпоху быстрого разви- 
тия вычислительной техники, методы малого параметра отнюдь 
не утрачивают своего значения. Они служат для выяснения 
качественных особенностей задач, для получения асимптотик и 
анализа особых точек, для построения опорных „тестовых“ реше- 
ний, а в ряде случаев являются также основой для разработки 
вычислительных методов. 

Книга Али Хасана Найфэ представляет собой интересную и, 
на наш взгляд, успешную попытку дать систематическое и пол- 
ное изложение многочисленных методов малого параметра. Автор 
подробно описывает различные варианты методов, дает их срав- 
нительную оценку. Значительное место в книге занимают собст- 
венные результаты автора — известного специалиста в области 
асимптотических методов и их приложений. Изложение иллюстри- 
руется большим числом задач из многих областей науки: небес- 
ной механики, гидродинамики, газовой динамики, теории упру- 
гости, теории колебаний и волн и др. К некоторым задачам 
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автор обращается многократно на протяжении всей книги, при- 
меняя к ним различные методы. Книга содержит также большое 
число интересных и поучительных задач, предлагаемых читателю 
в качестве упражнений. 

Стиль изложения автора можно назвать промежуточным между 
математическим и физическим. С одной стороны, в книге не дается 
строгого обоснования рассматриваемых методов (хотя во многих 
случаях такие обоснования имеются), а с другой стороны, автор 
не обращается к физической интуиции читателя и не вникает 
в анализ физической сущности задач, рассматриваемых для ил- 
люстрации асимптотических методов. Такой подход придает книге 
цельность, ограничивая имеющийся огромный материал, и поз- 
воляет сосредоточиться на изучении самих асимптотических мето- 
дов, не требуя от читателя знакомства с отдельными областями 
физики и механики. 

Книга снабжена обширной библиографией, которую мы допол- 
нили некоторыми работами советских авторов за последние 
10—15 лет. В авторских ссылках на книги советских авторов 
нами указаны последние издания. 

При переводе книги встретились некоторые новые термины, 
введенные автором, а также такие термины, для которых в рус- 
ской литературе по прикладной математике используется не- 
сколько различных вариантов перевода. В этих случаях пере- 
водчики и редактор стремились не к дословной близости, а к 
передаче смысла оригинала. | 

Главы 1,2, 5—7 перевел А. А. Меликян, главы 3, 4—А. A. Ми- 
ронов. 


Ф. Л. Черноусько 


Предисловие 


Многие задачи, с которыми сталкиваются сегодня физики, 
инженеры испециалисты по прикладной математике, не поддаются 
точному решению. Среди причин, затрудняющих точное решение, 
можно указать, например, нелинейные уравнения движения, 
переменные коэффициенты и нелинейные граничные условия на 
известных или неизвестных границах сложной формы. Для реше- 
ния подобных задач мы вынуждены пользоваться различного 
рода приближениями, или численными методами, или комбина- 
цией тех и других. Среди приближенных методов основными 
являются методы возмущений (асимптотических разложений) по 
большим или малым значениям параметра или координаты. На- 
стоящая книга посвящена описанию этих методов. 

В соответствии с методами возмущений решение задачи пред- 
ставляется несколькими (обычно двумя) первыми членами воз- 
мущенного разложения. Для качественного и количественного 
представления решения возмущенные разложения, даже если они 
расходятся, могут оказаться более полезными, чем равномерно и 
абсолютно сходящиеся разложения. 

Прямые, непосредственные разложения по степеням параметра 
имеют, как правило, ограниченные области пригодности и нару- 
шаются в некоторых областях, называемых областями неравно- 
мерности. Для приведения этих разложений к равномерно при- 
годному виду исследователи, работающие в различных областях 
физики, техники и прикладной математики, разработали ряд 
методов. Некоторые из этих методов между собой совершенно 
несхожи, другие являются различными интерпретациями одной и 
той же основной идеи. 

Цель настоящей книги — рассмотреть некоторые из упомяну- 
тых методов, выявить их сходства и различия, преимущества и 
ограничения. Для описания различных методов сначала исполь- 
зуются примеры с модельными простыми обыкновенными урав- 
нениями, которые могут быть точно решены, затем, по мере 
усложнения, рассматриваются примеры с дифференциальными урав- 
нениями в частных производных. Примеры взяты из разных об- 
ластей физики и техники. Каждому примеру предпослано краткое 
физическое описание задачи. 

Различные методы описаны как формальные процедуры, без 
попытки строгого их обоснования. Разложения, полученные для 


8 Предисловие 


некоторых сложных примеров, рассмотренных в данной книге, 
еще не имеют на самом деле строгого математического обоснова- 
HHA. 

В конце каждой главы даются упражнения, которые pacno- 
ложены в порядке возрастающей сложности и снабжены допол- 
нительными ссылками. 

От читателя не требуется понимания физической сути приме- 
ров, используемых для описания методов. Предполагается, однако, 
что он знаком с основами анализа, а также с элементарными 
свойствами дифференциальных уравнений —обыкновенных и в 
частных производных. 

Глава 1 содержит обозначения, определения и действия над 
асимптотическими разложениями. Источники неравномерности 
в разложениях возмущения классифицированы и рассмотрены 
в главе 2. Глава 3 посвящена методу координатных преобразо- 
ваний, в котором равномерность достигается путем разложения 
как зависимой, так и независимой переменных в ряды по новым 
независимым параметрам. В главе 4 описываются метод сращи- 
вания асимптотических разложений и метод составных асимпто- 
тических разложений. Первый метод позволяет выразить решение 
с помощью нескольких разложений, пригодных в различных 
областях и согласованных между собой с помощью процедуры 
сращивания; второй метод представляет решение в виде единст- 
венного всюду пригодного разложения. В главе 5 для исследо- 
вания медленных изменений амплитуд и фаз слабо нелинейных 
волн и колебаний используются понятия быстрых и медленных 
переменных в сочетании с методом вариации произвольных пос- 
тоянных. Методы глав 3, 4 и 5 обобщены в главе 6 и объединены 
в одну из трех разновидностей метода многих масштабов. В главе 7 
рассмотрены существующие методы построения асимптотических 
решений линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
и уравнений в частных производных. 

Первые слова благодарности я обязан сказать доктору В.С. Са- 
рику и моим братьям—д-ру Аднану Найфэ и Муниру Найфэ — 
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За плодотворные обсуждения и критику я обязан также некото- 
рым своим коллегам, в частности д-рам Д. Т. Муку, Д. П. Телио- 
нису, А. А. Кемелу и Б. Х. Стефану, а также О. Р. Асфару 
и М. С. Цею. Эта книга не была бы написана, если бы не тер- 
пение и поддержка моей жены и настойчивость моих родителей 
Хасана и Хадры, которые, будучи неграмотными, настояли на 
том, чтобы я получил высшее образование. Поэтому я посвящаю 
эту книгу моим родителям и жене. 

Али Хасан Найфэ 


Блэксбург, Виргиния 
май 1972 г. - 


ГЛАВА 1 


Введение 


Большинство физических задач, с которыми сталкиваются 
сегодня инженеры, физики и специалисты в области прикладной 
математики, обнаруживает ряд существенных особенностей, кото- 
рые не позволяют получать точные аналитические решения. Та- 
кими особенностями являются, например, нелинейности, пере- 
менные коэффициенты, границы сложной формы и нелинейные 
граничные условия на известных или, в некоторых случаях, 
неизвестных границах. Если даже точное решение некоторой 
задачи явно найдено, оно может оказаться бесполезным для 
математической и физической интерпретаций или численных рас- 
четов. Примерами таких задач являются функции Бесселя боль- 
шого порядка при больших значениях аргумента и двоякоперио- 
дические функции. Таким образом, для получения информации 
о решениях уравнений мы вынуждены прибегнуть к аппроксима- 
циям, численным решениям или к сочетанию этих двух методов. 
Среди приближенных методов прежде всего следует назвать 
асимптотические методы возмущений, которые и являются пред- 
метом этой книги. Согласно этим методикам, решение представ- 
ляется несколькими первыми членами асимптотического разложе- 
ния, число которых обычно не превышает двух. Разложения 
могут проводиться по большому или малому параметру, который 
естественно возникает в уравнениях или вводится искусственно 
для удобства. Такие разложения называются возмущениями по 
параметру. С другой стороны, разложения могут быть проведены 
по координатам для больших или малых значений; в этом слу- 
чае они называются возмущениями по координатам. Примеры 
разложений по параметру и координате и их существенные харак- 
теристики даны в $ 1.Ги 1.2. Для формализации понятий пре- 
делов, оценок погрешности в $ 1.3 введены определения символов 
порядка и другие обозначения. Параграф 1.4 содержит опреде- 
ления асимптотического разложения, асимптотической последо- 
вательности и степенного ряда; в $ 1.5 дается сравнение сходя- 
щегося и асимптотического рядов. Затем, в § 1.6 определены 
равномерные и неравномерные асимптотические разложения. Крат- 
as esas операций над асимптотическими Вложения дана 
B ; 
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1.1. Возмущения по параметру 


Математическая формулировка многих физических задач, в KO- 

торых встречается функция вида u(x, &), может быть дана с по- 
мощью дифференциального уравнения /. (и, x, 2) =0 с граничным 
условием В (и, ) =0, где х—скалярная или векторная независи- 
мая переменная, а =— параметр. Такая задача, вообще говоря, 
не может быть решена точно. Однако если существует & =€, 
(выбором отсчета = можно добиться в, =0), для которого выше- 
упомянутая задача решается точно или сравнительно легко, то 
для Малых можно искать решение, скажем, в виде разложения 
по степеням в, т. е. в виде 


u(x; 8) = и, (x) - ви, (x) +e, (Х-..., (1.1.1) 


где и„ не зависит от в, а и, (х) — решение задачи при = =0. Это 
разложение можно подставить затем в равенства /. (и, x, в) =0 и 
В (и, =) =0, разложить их для малых € и сгруппировать коэф- 
фициенты при каждой степени в. Поскольку эти уравнения 
должны удовлетворяться для всех значений и последователь- 
ность степеней = линейно независима, коэффициент при каждой 
степени = обращается в нуль независимо. При этом обычно полу- 
чаются простые уравнения относительно и„, которые последова- 
тельно решаются. Следующие два примера иллюстрируют сказан- 
ное. | 


1.1.1. Алгебраическое уравнение 
Рассмотрим сначала решение алгебраического уравнения 
u==1- eu (1.1.2) 


при малом =. Для в=0 имеем и=1. Пусть € мало и отлично 
от нуля: Положим 


и=1 вм, зи, аи, 1..., (1.1.3) 
Тогда (1.1.2) принимает вид 
eu, +e2u,+e8u, +... === (1-е, - 82и, -- зи. -+...)з. (1.1.4) 
Проведя в (1.1.4) разложение при малом в, получим 
ви, | 5?и, зи, --... =е [1 + Зем, + 3е? (и, Ни)-...]. (1.1.5) 
Сгруппировав коэффициенты при одинаковых степенях 2, будем 
иметь 
2 (и! —1) +2? (и. — Зи.) | =? (u,—3u,-—3uj)+... =0. (1.1.6) 


Поскольку это уравнение выполняется тождественно по &, коэф- 
фициент при каждой степени г обращается в нуль независимо. 


1.1. Возмущения по параметру 1! 


—— 


Таким образом, 


u,—1=0, (1 
и, — Зи, =0, (1.1.8) 
из — Зи, —Зш =0. - (1.1.9) 
Решением уравнения (1.1.7) является 
И (1.1.10) 
Тогда решением (1.1.8) будет 
НЭ =, (1.1.11) 
а решением (1.1.9) | 
и = Зи, - Зи? = 12. (1.1.12) 
Следовательно, (1.1.3) принимает вид 
u=1+e+3e34 1283--..., (1.1.13) 


где многоточием заменены все члены, содержащие =” при п 2 4. 
Таким образом, (1.1.13) является аппроксимацией решения урав- 
нения (1.1.2), которое равно | при ===0. 


1.1.2. Осциллятор Ван-дер-Поля 
В качестве второго примера рассмотрим уравнение Ван-дер- 
Поля [1922] 
а?и du 
aa tu =e (1—u*) 5 (1.1.14) 
для малого =. При ==0 оно сводится к уравнению 


a4 ни 0, (1.1.15) 


общее решение которого имеет вид 
и =асо$ (t+ $), (1.1.16) 
где аи ф— постоянные. Для определения лучшего приближения 


к решению уравнения (1.1.14) будем искать возмущенное разло- 
жение вида 

u(t; =) =u, (Р-Р аи, (+ e7u, (f)-+..., (1.1.17) 
где многоточие заменяет слагаемые, пропорциональные степеням а, 
большим двух. Подставляя это разложение в (1.1.14), будем иметь 
d*u d?u d*u 
ae tue te (Fatt a, ая (щи, ) +... = 

diy | potty 


=e [1 — (мам, +e%U,+...)"] [Gite Bee ae el (1.1.18) 
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Проведя разложение для малых г, получим 


аи du \ , (au 
И Getta) n= 


=e (1—ut) Fe +e? | (1—ug) St—2uyu, Fe] +.... (1.1.19) 
Поскольку и„ не зависит OT eH (1.1.19) справедливо для всех 

достаточно малых значений в, коэффициенты при одинаковых 

степенях = в обеих частях этого уравнения должны быть равны. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е в обеих 

частях (1.1.19), получим: 

для коэффициентов при e° 


4 u, 


“Fiz + № =0, (1.1.20) 
для коэффициентов при ев 
пи, = (1—4) So, (1.1.21) 
для коэффициентов при в? 
4? а а 
“re в = (1—2) Ft — щи, SP. (1.1.29) 


Заметим, что уравнение (1.1.20) совпадает с (1.1.15) и его общее 
решение имеет вид (1.1.16), т. е. 


uy =ас0$ (1+ $). (1.1.23) 
Подставляя в (1.1.21) выражение для uy, получаем 
4? и: 


“at + и! = — [1 — а? cos? (f +@)] asin (Е). 


Используя тригонометрическое тождество 
cos? (t +) sin (1 +g) __ sin ere) sin SUa®), 
перепишем это уравнение в виде 


Gata = 7 sin (1 + $) +a sin3(¢+q). (1.1.24) 


Частным решением его является функция 
a —4a 


use cos (t +p) —z 4353 (1+9). (1.1.25) 


Коль скоро известны Uy и U,, известна и правая часть уравне- 
ния (1.1.22), и его аналогичным образом можно ’разрешить отно- 
сительно 4. Вопрос о том, насколько полезно полученное таким 
образом разложение, является предметом изучения этой книги. 
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1.2. Возмущения по координате 

Пусть некоторая физическая задача математически описы- 
вается дифференциальным уравнением L(u, х) =0 с граничным 
условием В(и)=0, где х—скаляр, и пусть известен вид и, ре- 
шения и при х—+х, (х, можно сделать равным 0 или со). Тогда 
можно попытаться найти отклонение функции и от U, для х, 
близких к х,, раскладывая это отклонение по степеням х при 
х. =0 или по степеням x7' при х, = со. Эта техника демонстри- 
руется на следующих двух примерах. 


1.2.1. Уравнение Бесселя нулевого порядка 


Мы будем о о уравнения 
и «ху = 0. 2) 


Это уравнение имеет регулярную особую точку х=0, что наво- 
дит на мысль искать решение y в виде степенного ряда, используя 
метод Фробениуса (например, Айнс [1926, раздел 16.1]). Пола- 
гаем, таким образом, 


у= ах" +", (1.2.2) 


где число д и коэффициенты а„ должны быть определены так, 
чтобы (1.2.2) было решением уравнения (1.2.1). 
Подстановка (1.2.2) в (1.2.1) дает 


2 (ит) (и т— Панхичт-1 + 
ate a и-- т) a,xetmn i ps AX tM+1 — 0, 
ИЛИ 
> (ит) авхичт-1-- У авхичтча —=0, (1.2.3) 
m=0 m=0 
Что можно записать в виде 


Mayet E(u lat + У (ит) аздинт т. У архит, 
m=2 m=0 
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Заменив в первой сумме индекс т на m-+2, можем переписать 
это уравнение в виде 


weage¥—1+4 (wp ах + У [+ m+ 2)? dees ан} хичт + =O, 

. m=0 
т (1.2.4) 
Поскольку (1.2.4) является тождеством по х, коэффициент 


при каждой степени х должен обратиться в нуль независимо, 
т.е. 


ua, = 0, (1.2.5) 
(u+1)2a, =0, (1.2.6) 
(um + 2)? Ans а» =9, m=0, 1, 2, бе. ь (1.2.7) 


Если положить а, ==0, то из первого уравнения следует p =0; 
тогда (1.2.6) дает а, =0, а из (1.2.7) следует 


tsa EOE m=0, Ь2, .... (1.2.8) 
Следовательно, 
Пе Е. Эва 
=—5, Ua № = т, 
ТТ apt (1.2.9) 


При a,==1 полученное решение представляет собой функцию 
Бесселя нулевого порядка и часто обозначается через J, (х). Та- 
ким образом, 


xen 


x? x! x8 м 
По Ра ана. РП", am te 
(1.2.10) 


Поскольку отношение 1-го члена к (п—1)-му равно —х?/(2п)? 
и стремится к нулю при m—oo для всех значений x, ряд 
(1.2.10) для функции У,(х) сходится равномерно и абсолютно 
при всех значениях х. 

В п. 7.1.2 получено разложение /,(х), справедливое для 
больших значений х; в $ 1.5 оно сравнивается с разложением, 
полученным выше. 
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1.2.2. Простой пример 
В качестве второго примера мы рассмотрим решение уравнения 


ау ae | 
a =а о (1.2.11) 


x 


при больших x. Будем искать это решение при больших х в виде 


y= У а”, (1.2.12) 


m= 


Подстановка этого разложения в (1.2.11) дает 


У —ma,x-"-1 + Мал" (аа —1)х-1=0. (1.2.13) 
m=} m=2 


Заменив во второй сумме индекс т Ha т--1, можем переписать 
это уравнение в виде 


(a, —1) х-1-- У (аи. — та) х-"-*=0. (1.2.14) 
т=1 : 


Полученное уравнение является тождеством по х, поэтому коэф- 
фициент при каждом х-” должен обратиться в нуль независимо, 
т. е. 


ЧЕ, ааа. для mS. (1.2.15) 
Следовательно, 


Q,=1, a,=2!, a,=3!, a,=(n—1)!, 

и (1.2.12) принимает вид 
bo И: (n—1)! 
Я И ee т ad a а . (1.2.16) 
Поскольку отношение п-го к (п—1)-му члену равно (n—1)x7} 
и стремится к бесконечности при п—+ co независимо от значе- 
ния x, то ряд (1.2.16) расходится при всех значениях x. В $1.4 
показано, что, несмотря на расходимость, этот ряд оказывается 
полезным для численных расчетов; он носит название асимпто- 

тического ряда. 


1.3. Символы порядка и калибровочные функции 


Предположим, что мы интересуемся функцией единственного 
вещественного параметра &, которую будем обозначать } (2). При 
выводе аппроксимаций нас будет интересовать предел [ (2) при в, 
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стремящемся к нулю, что будем обозначать как в—+0. Этот 
предел может зависеть от того, стремится ли в к нулю снизу, 
что обозначаем как €f 0, или сверху, ={0. Если предел функции 
f(e) существует (т. е. у нее нет существенных особенностей 
при ==0, таких, как у функции зте=-*), то имеет место одна 
из трех возможностей: 

[ (=) —0 

f(e) — A mphe—-0, O0<A<o. (1.3.1) 


f (=) — оо 


В первом и последнем случаях скорости сходимости f (=) —0 и 
f (€) —+ со оцениваются сравнением ] (=) с известными функциями, 
которые называются калибровочными функциями. Простейшими 
и наиболее употребительными из них являются следующие: 

=-п 5 Os О eee BPE 


.’ ? 


В некоторых случаях к ним должны быть добавлены функции 
1052-1, 105 (1056271), е', e-®" ит. Д. 

Другими примерами калибровочных функций являются функции 
sine, cose, tge, she, che, the ИТ. Д. 

При сравнении поведения функции f(g) с калибровочной фун- 


кцией g(e) при =—*+0 используется один из двух символов 
Ландау: О или 0. 


Символ О 
Мы пишем 


f (e) =O [6 (=)] при #—>0, (1.3:2) 


если существуют положительное число A, не зависящее OT &, и 
значение &, > 0, такие, что 


(Ре) |< А [8 ()| для всех le [<e,. (1.3.3) 
Это условие может быть заменено следующим: 
im | ®) 
tim AC < ©. (1.3.4) 
Например, при &—+0 имеем 
ЗТ Е ==0 (#), sin 2? =O (e?), 
sin 7e =O (8), sin 2e — 2e =O (23), 
cose =0 (1), 1 ~—cose =O (2*), 
J, (Е) =0 (1), J, (=) —1=0 (2?), 
she =O (=), che =O (1), 
the =O (Е), 15: =0 (=), 


cthe =O(e7’), её =0 (#71. 
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Если, кроме &, функция } зависит и от другой’ переменной x, 
а g(x, =) —калибровочная функция, то по-прежнему пишем 


f(x, =) =О[в(х, =)] при e—0, (1.3.5) 


если существуют положительное число A, не зависящее от Е, и 
=, > 0, такие, что 


[1 (x, e)| ЗА] gtx, =)| для всех |=|<ь.. (1.3.6) 
Если А и ®, не зависят от х, то говорят, что соотношение (1.3.5) 
выполняется равномерно. Например, 
эп (х-+ =) =0 (1) =0 |[sin(x)] равномерно*) при e— 0, 
в то время как 
е-*' — | =0 (=) неравномерно при &—+0, 
Vxte—Vx=O(e) неравномерно при =—+0. 
Символ о 
Мы пишем 
(=) =о [2 (&)] при e— 0, (1.3.7) 


если для каждого положительного числа 6, не зависящего OT &, 
существует г, > 0, такое, что 


1[(=)|<6|8(=)| для |=|<&.. (1.3.8) 
Это условие может быть заменено следующим: 
: fe) | 
lim ras =0. (1.3.9) 


Таким образом, имеем при =—+0 
sine ==0 (1), sin =? =0 (=), 
cose ==0(в71?), ` Jo (=) =0 (&71), 
cthe =0 (73/2),  clge=ofe-“+'/"] для положительных п, 
] — с0$ 3e =o (8), exp (— #7!) =o(e") для всех п. 
Если [=|(х, в) и g=g(x, 2), то говорят, что (1.3.7) выпол- 
няется равномерно, если 6 и в, не зависят от xX. Например, 
$ (х- 5) =0(&-\3) равномерно при #—0, 
в то время как 
е-!' —] =0(21/?) неравномерно при e— 0, 
Их=—Их=о(ез/4) неравномерно при в— 0. 


1) Второе из приведенных соотношений выполняется равномерно по x для 
интервалов H3MCHEHHA х, в которых sin x 7 0.— Прим. ред. 


18 Гл. 1. Введение 


1.4. Асимптотические разложения и последовательности 


1.4.1. Асимптотические ряды 


Мы установили в п. 1.2.2, что частным решением уравнения 


а 1 
ЕНу=- (1.4.1) 
является ряд 
1 1! 2! 3! — 
y=ctatatat.. Е Ч..., = (144.2) 


который расходится для всех значений х. Чтобы выяснить, на- 
сколько этот ряд может оказаться полезным при вычислении 
частного решения нашего уравнения, определим остаток при 
усечении ряда на п-м члене. Для этого заметим, что частное 
решение дифференциального уравнения задается интегралом 
х 
y =e-* \ xe dx, (1.4.3) 


-© 


сходящимся при отрицательных х. Интегрируя (1.4.3) по частям, 
получим 


х 


x 
ak -х -2рх arial ake -х —-3рх = 
= -е | e* dx — в 2e (x ex dx = 


x 
| 1, 2 ыы 
Е ре a le | x~*e* dx = 
x 
1 | 21 3! — 1)! 
ay an eee eee ot eed lens oe tes de. (1.4.4) 
x x Xx x x 


Следовательно, если мы усечем ряд Ha п-м члене, то остаток как 
функция п и х будет иметь вид 


R,=nlen~* | xn ter de, (1.4.5) 


-2 


Для сходимости ряда предел Шт R, должен равняться нулю. 


noo 
В нашем примере это не выполнено. Действительно, при п — oo 
имеем К, -+ 00, так что ряд расходится для всех х, в согласии 
с тем, что мы установили в п. 1.2.2, используя другой признак 
сходимости. Поэтому ряд (1.4:2) может оказаться полезным только 
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при фиксированном п. Для отрицательных х имеем 
x 
-п- — п! 
Аи!" е-* | 4 = ттт. (1.4.6) 


- © 


Таким образом, ошибка, связанная с усечением ряда на п-м 
члене, численно не превосходит первого отброшенного члена, а 
именно (п - 1)-го. Более того, при фиксированном пи |[х|!-—+ со. 
имеем А„-—›0. Поэтому, хотя ряд (1.4.2) и расходится, для фик- 
сированного f первые п членов ряда могут представлять y Cc 
ошибкой, которая может быть сделана произвольно малой при 
выборе достаточно большого значения |х|. Подобный ряд назы- 
вается асимптотическим рядом типа Пуанкаре (Пуанкаре [1892]) 
и обозначается 


при |х|— oo. ~ (1.4.7} 


a 
: 9 

Вообще, для заданного ряда >, (а„/х”), где а„ не зависит 
m=0 


OT X, мы говорим, что он является асимптотическим . рядом, И 
пишем 


y~ У“ при |х|-—+ оо (1.4.8) 


тогда и только тогда, когда 


п 


y= Ха Ноя") при |х|— oo. (1.4.9) 
Условие (1.4.9) можно переписать в виде 
п-1 
p= У <2 +0 (| х |") при |х|— oo. (1.4.10) 
m=0 


В качестве другого примера рассмотрим, как это было сде- 
лано Эйлером [1754], вопрос об оценке интеграла 


Ко) =0| сах (1.4.11) 
5 


для больших положительных O. Поскольку 


= ==, если x <a, (1.4.12) 
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x™e-* dx = пи, (1.4.13) 


> —>8 


имеем 


ao 


f(o) = Pm cee (1.4.14) 


Поскольку отношение т-го члена к (т—1)-му, равное — то-1, 
стремится к бесконечности при т-+ oo, ряд (1.4.14) расходится 


для всех значений ©. 
Чтобы выяснить, является ли ряд (1.4.14) асимптотическим, 


вычислим остаток, получающийся при усечении ряда на п-м 
члене. Заметим для этого, что 


oO — YY (Их (—1)" хп 
ох А оп ЩО . (1.4.15) 
Следовательно, 
п-1 
fo) = У + К, (1.4.16) 
m=0 
где 
(=1" (хе ere ee 
Ry = Ge | PE aes (Ral < oy [eres =e. 14.17 
9 0 


Итак, ошибка, обусловленная усечением ряда Ha п-м члене, 
численно не превосходит первого отброшенного члена, и мы 


имеем !) 
п-! 


(о) =У о" "О (о-^). (1.4.18) 


m=v 


Поэтому ряд (1.4.14) является асимптотическим: 


@ 


Ро ore (1.4.19) 


m=0 


1) В формулах (1.4.17), (1.4.18) оригинала ` имеются неточности, которые 
исправлены при переводе.— /Грим. ред. = 
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1.4.2. Асимптотические разложения 

Для представления функции вовсе не обязательно использо- 
вать степенной ряд. Вместо него можно использовать последо- 
вательность функций общего вида 6, (2), если только 


6, (=) = 0 [6,-, (#)] при e—0. (1.4.20) 
Такая последовательность называется асимптотической последо- 


вательностью. Примерами таких асимптотических последова- 
тельностей являются 


2", #73, (]098)-”", (3112)”, (ctge)~”. (1.4.21) 


В терминах асимптотических последовательностей мы можем 
определить асимптотические разложения. Итак, про заданную 
© 


сумму > Amd (=), где a, не зависит OT &, а Sin (=) есть асимп- 
т=0 

тотическая последовательность, мы говорим, что она является 

асимптотическим разложением, и пишем 


© 
yr~ Dy AmSm(&) при e—0 (1.4.22) 
m= 0 
тогда и только тогда, когда 
п-1 
y= У, 078, (8)-+0 [8, (ё)] при = —0. (1.4.23) 
т=0 
Очевидно, что асимптотический ряд есть частный случай асимп- 
тотического разложения. 

В качестве примера асимптотического разложения, не являю- 
щегося асимптотическим степенным рядом, мы снова рассмотрим 
интеграл (1.4.11). Следуя Ван-дер-Корпуту [1962], мы представим 
f(m) в терминах факториальной асимптотической последователь- 
ности [(&--1)(®-+ 2)... (®Ёп)]-* при w+ со. Для этого заме- 
тим, что 

x 
oO  wo(@-+x) о 


1 
w-+ x [0] 
ao x x (x— 1) = 
o +1 | e@+)@tx > 
a ees x x(x—1) __ x (x — 1) (х— 2) 
— эфф ооо o@+h@+ FH (14.24) 
И вообще, 
Oo : (—1)* x (x—1) ... ит) 
о. (@+ 1) (®--2)... (a+ м) a 


(—1)*+2 x (х— 1... (x—n) 
a fap 


@i)@+2 winery 1.4.25) 
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Это равенство доказывается по индукции следующим образом. 
Если (1.4.25) верно для п, то мы покажем, что это равенство 
верно и для n+]. Для этого заметим, что 


п 
@ __ У (—l)™x(x—1).. ae 
a OPN OF)... OFM) 
(—Hettx(x—I)... (x—n) 
Tioti@+)...@rAth ^ 
(—1)" #3 х 1)... (a) 
ЕВ 
ха)... @— п) 


Театре ея’ 


Объединяя два последних слагаемых и распространяя суммиро- 
вание до n-+1, мы можем переписать это выражение в виде 


-У (—1I)" x(x—1)... Ga Oi. 
7 (o+ 1) (+2)... (@+m) 


(—1)" +2 x (x—1) ... (x —n—}) но 
T @P1)@+2).. Фо». ered) 


Таким образом, если равенство (1.4.25) верно для п, To (1.4.26) 
устанавливает его справедливость для п --1. Поскольку, согласно 
(1.4.24), равенство (1.4.25) верно для п=0, | и 2, оно верно и 
для n=3, 4, 5,.... Поэтому оно верно для всех п. 

Умножая (1.4.25) на exp(— x) и интегрируя от х ==0 дох == © 
получим 


где - 


VG insane ae (1.4.28) 
0 


а (®--т)]-1, (1.4.29) 


х (x—1)... (х—п) —n) 


Ra 8, (oy | Se И e-*dx. = (1.4.30) 


Поскольку ® —большое положительное число, 


х(х— Dace ont Nerd = 
‘=[a,[-16,(@)[. (1.4.31) 


Таким образом, ошибка, связанная с тем, что мы сохраняем 
только п первых членов, численно не превосходит п-го члена, и, 


[К,| < |5, (©) |. 
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следовательно, 
п-1 
f (©) а. тб (6) +0 [6, (o)]. (1.4.32) 


Поскольку 6,,(@)—acHMnTOTHY¥eCKaH последовательность при 
@—> 00, имеем 


(о) ~ Dy аби (@) при © —+ oo. | (1.4.33) 


1.4.3. Единственность аснмптотических разложений 


В предыдущих двух пунктах мы показали, что имеют место 


соотношения 
© 


flo) > У О." при ооо (1.4.34) 
т=0 


„с i x(a—1) 2. (e@-Ll—m)e~* ах 


ь 0 
Го) > ——epyera eta при @— oo. (1.4.35) 
Таким образом, асимптотическое представление функции #(0) 
при « —+ oo не единственно. В самом деле, функция f (wm) может 
быть представлена бесконечным числом асимптотических разло- 
жений, поскольку существует бесконечное число асимптотических 
последовательностей, которые могут быть использованы для та- 
кого представления. Однако для заданной асимптотической 
последовательности 6,,(@) представление функции f (©) с ее по- 
мощью единственно. В этом случае имеем 


Г (о) ~ > nbn (©) при @— оо, (1.4.36) 


т= 


где а„ единственным образом определяются соотношениями 


: f (©) tie (©) — аобо (@) 
о Па 
| п-1 
ie Sabet (1.4.37) 
a, = lim came 7 aaa 
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1.5. Сравнение сходящегося и асимптотического рядов 


Мы установили в п. 1.2.1, что одно из решений уравнения 
Бесселя 


x oe ху = = () (1.5.1) 


задается рядом 
(—1)” x2n 


2 4 8 
O=l—g+ora—aqrat-- tee tee (1.5.2) 


равномерно и абсолютно сходящимся для всех значений x. 
Другое представление для J, можно получить, заметив, что 
замена переменных 


ух (1.5.3} 
преобразует уравнение (1.5.1) в 
d? } 
чи (Т-+и в =0. (1.5.4} 
При х-+ со это уравнение стремится к виду 
4? 
Fe Ни: =0 (1.5.5) 
с решениями 
y, =et™, (1.5.6) 
Это наводит на мысль о преобразовании вида 
у: =е“у,, (1.5.7) 
которое приводит к уравнению 
4? : 4 
НЧ р, = 0. (1.5.8) 


Это уравнение формально удовлетворяется рядом 
bp 1.38 | 1.32.52, | 1.3.5.7 
Y=! - а t wae! Ричи +... (1.5.9) 


Заменив в этом ряду { на —i и комбинируя полученный 
ряд с исходным, получим следующие два независимых решения: 


у Х- И? (и созх о Х), 


у ХИ? (usin ¥—vcos x), (to 219) 
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где 
| 1.32 1.32.52.72 
=...) 
82.01. Г 84.41. 
: (1.5.11) 
nes ime etn 
~ Bx 83.31.31 ''°° 


Используя интегральное представление 


дл 


лу, (х) = | cos (x cos 6) 48, (1.5.12) 


0 


мы получаем связь между /,(х) и этими двумя независимыми 
решениями (см. п. 7.1.2): 


Jo (х) ~ = [105 х— фл) +0 мп («чи |. (1.5.13) 
Проверка сходимости рядов с помощью отношения двух соседних 
членов показывает, что Y,, и и UV, а следовательно, и правая 
часть (1.5.13), расходятся для всех значений х. Однако для 
больших х слагаемые в ци о убывают быстро с ростом номера, 
так что (1.5.13) задает асимптотическое разложение для больших х. 

Для малых х первые несколько членов в (1.5.2) дают вполне 
хорошую точность. В самом деле, первые 9 членов дают значение 
J,(2) с точностью до 11 значащих цифр. Однако с ростом x 
число членов, необходимых для обеспечения такой точности, 
быстро растет. При x ==4 восемь членов дают точность до третьей 
значащей цифры, в то время как такую точность обеспечивает 
первый член асимптотического разложения (1.5.13). При даль- 
нейшем росте х с гораздо меньшей затратой труда можно полу- 
чать хорошую точность, используя асимптотический расходящийся 
ряд (1.5.13). 


1.6. Неравномерные разложения 


В задачах с возмущениями по параметру функции, подлежа- 
щие разложению, могут зависеть от одной или большего числа 
переменных, не считая параметра возмущения. Если построить 
асимптотическое разложение функции f(x; €), где х—скалярная 
или векторная переменная, не зависящая от &, по асимптотиче- 
ской последовательности б„ (=), то получим 


© 


f(x; в) > У а» (х) 6. (=) при 2—0. (1.6.1) 


т=0 


Здесь коэффициенты а„ являются функциями только перемен- 
ной х. Говорят, что разложение (1.6.1) равномерно пригодно, 
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если 
мМ— 
F(x; в) = Ха, (%) 6„(е) + Rw(% 2), (1.6.2а) 
Ry (x; =) =O [6 (8)] равномерно для всех 


рассматриваемых х. (1.6.26) 


В противном случае говорят, что разложение является неравно- 
мерно пригодным (такое разложение часто называют сингуляр- 
ным разложением возмущения). Для того чтобы условия равно- 
мерности (1.6.2) выполнялись, необходимо, чтобы для каждого 
т слагаемое а„(х)6„(=) было мало по сравнению с преды- 
дущим а„_, (х)6б„_.: (8). Поскольку при e—0 имеем 6„(е) = 
=0 [6„-: (#)], для равномерности разложения мы должны тре- 
бовать, чтобы для всех рассматриваемых х а„(х) было не 
более сингулярным, чем ат_, (х). Другими словами, каждый член 
должен быть малой поправкой к предыдущему члену независимо 
от значения х. Равномерно пригодным разложением является 


следующее: 


sin (х + ) = 
=sinxcose-+cosx sine = 


: 52 54 56 53 85 =” 
тя (1+ .. .\--eosx(e—F +a — at. ..)= 


. 22", 53 5%. 55 
= Sinx-+ecosx——= sin x —+cosx-+ — sin x -- == cos х— 
2! 3! 4! 5} 
e6 8? 
— a sinx—z-cosx+... при =—0. (1.6.3) 


Заметим, что коэффициенты при всех степенях ограничены для 
всех значений х, поэтому а» (xX) не более сингулярно, чем а„_, (х), 
и как следствие этого разложение является равномерно при- 
годным. 

Для получения неравномерно пригодного разложения раз- 


ложим для малых е функцию [(х; г) =Их-Ев. Получим 
Ра в) =УхенИХ (1+8) = 
= Е 82 23 
УХ (1+ вн +...). (1.6.4) 


Каждый член этого разложения, исключая первый, имеет осо- 
бенность при х=0 и является более сингулярным, чем преды- 
дущий. Следовательно, разложение не является равномерно при- 
годным. Справедливость его нарушается в окрестности x =O. 
Размеры области неравномерности могут быть оценены в неко- 
торых случаях с помощью предположения о том, что два после- 
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а а, 


довательных члена имеют один и тот же порядок. Для (1.6.4) 
это дает 


5.=0(1), х=0(®). (1.6.5) 


Это можно было усмотреть, вспомнив, что ряд Тейлора функции 
[1 -- (/х)}/? сходится только при |e/x|, меньшем единицы. 

В качестве второго примера неравномерно пригодного разло- 
жения рассмотрим разложение exp (— ef) для малых г. Эта функ- 
ция имеет следующий равномерно сходящийся для всех Е ряд 
Тейлора: 


ive} 


eta V(r (1.6.6) 


п! 
п=0 | 


Ясно, что функция exp(—et) может быть приближенно пред- 
ставлена конечным числом членов только в том случае, когда 
произведение ef мало. Поскольку =— малая величина, сказанное 
означает, что 2 =0 (1). Если Ё имеет порядок О (&7'), то вели- 
чина ef не мала, и усеченный ряд перестает быть справедливым. 
Например, для ¢==2e7! первые два члена дают для exp (—2) 
значение, равное —!. Нетрудно установить, что если в приве- 
денном выше ряде сохранить конечное число членов, то усечен- 
ный ряд может давать удовлетворительное приближение только 
до некоторого значения ¢, после которого функция exp (— ef) 
и усеченный ряд отличаются друг от друга на величину, пре- 
восходящую заданный предел точности. Добавление дополнитель- 
ных членов к усеченному ряду увеличит значение #, вплоть до 
которого усеченный ряд дает удовлетворительное приближение, 
до нового значения ¢’. Однако при # > Ё разность между exp (— ef) 
и новым усеченным рядом вновь превзойдет заданную точность. 
Таким образом, для получения разложения, удовлетворительного 
для всех #, необходимы все члены ряда. 

°— То обстоятельство, что асимптотические разложения по па- 
раметру не являются равномерно пригодными и перестают быть 
справедливыми в некоторых областях, является скорее правилом, 
чем исключением. Эти области, которые упоминаются иногда как 
пограничные слои, носят название областей неравномерности. 
Фридрихс [1955] обсуждал появление этих неравномерностей 
В различных областях математической физики в обзорной статье. 
Большинство методов теории возмущений было развито с целью 
превратить неравномерные разложения в равномерно пригодные. 
В гл. 2 обсуждаются источники неравномерности; в остальных 
главах развивается техника сведения неравномерных разложений 
к равномерным. 
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1.7. Простейшие действия над асимптотическими разложениями 


Для определения приближенных решений дифференциальных 
и интегро-дифференциальных уравнений мы предполагаем, что 
разложения можно подставлять в уравнения и выполнять над 
ними простейшие действия, такие, как сложение, вычитание, воз- 
ведение в степень, интегрирование, дифференцирование и умно- 
жение. Правила действий будут выведены без обоснования, хотя 
некоторые из разложений расходящиеся. Условия, при которых 
указанные действия могут быть обоснованы, изучались Ван-дер- 
Корпутом [1956], Эрдейи [1956] и де Брейном [1958]. 

Правила сложения и вычитания могут быть обоснованы в об- 
щем случае. Если, например, 


f(x; в) — Ха, (х) On (Е) при =—0, 

g(x; в) ~ У6, (х) Ф„ (=) при =—0, 

где ф, (8) — асимптотическая последовательность, то имеем (Эр- 
дейи [1956]) 

af (x; =) + Ва (х; в) — D (aa, (x) -- ВВ, (х)] 9, (Е). — (1.7.2) 


Если, кроме того, }(х; в) и а, (х) —интегрируемые функции xX, то 
x 


be г) dx ~ Уф, (e) (а, (x) dx при =—+0. (1.7.3) 


a 


Если же f(x; =) и ф, (2) — интегрируемые функции в, TO 


(1.7.1) 


>, 


Wace в) de ~ Sa, (x) § ф» (e) de при 2—0. (1.7.4) 
6 5 


Правило умножения для общего случая не определяется, 
поскольку в формальном произведении рядов Den (x) @,, (&€) и 
УЬ, (x) Ф„(=) встречаются все произведения вида ф„(е) Pn (=), 
которые в общем случае невозможно расположить так, чтобы 
получить асимптотическую последовательность. Иными словами, 
умножение определено в тех случаях, когда в результате полу- 
чается асимптотическое разложение. Это имеет место для всех 
асимптотических последовательностей @,, для которых произве- 
дения ф„ф„ либо образуют асимптотическую последовательность, 
либо имеют асимптотическое разложение. Важным классом таких 
последовательностей является набор степеней в. Так, если при 
= —0 имеем 


f(x; в) — Dia, (х) г", 


g(x; г) — УЬ, (х) г", (1.7.5) 
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то При e—0O справедливо соотношение 


E(x; e)g (xs в) > Хе, (х) =", (1.7.6) 
где. 
Cu (2) = Ха, (¥) Onn (9). (1.7.7) 


Возведение в степень не может быть обосновано для общего 
случая. Формальное проведение этой операции в том случае, 
когда она не обоснована, приводит к неравномерностям. Напри- 
мер, равенство 


Изё=Их(1 о a при ¢—+0 (1.7.8) 


не обосновано при e/x =0 (1), потому что его правая часть яв- 
ляется неравномерным разложением в области x =0 (=). Анало- 
гично, равенство 


rag = ex pete etx ... При #->0 (1.7.9) 
не обосновано при ex =0 (1), потому что правая часть его не- 
равномерна для больших х. 

В общем случае не обосновано также дифференцирование 
асимптотических разложений по такой переменной, как х, или 
по параметру возмущения =. Так же как при возведении в сте- 
пень, дифференцирование, не будучи обоснованным, ведет к не- 
равномерностям. 


Упражнения 
1.1. Определить при = +0 порядок следующих выражений: 


| — с05 8 23/2 


Иё|—=), 4п, 1000e'/?, In(1-+e), и ioe 


21/2 
—, sech~'g, 
l1—cose 
с In (1-2) г = ( 
ge —ch (1/8) —s? 
ere mn [14 2), In НИ = ъ‚ @е 5 ze ds. 


1.2. Расположить следующие выражения в ряд по убывающему порядку 
прн малых в: 


27, &1/?, In(Ine-4),, 1, =? Ine-1, вшё-1 716, па 


3/2 
, 


& 8, 52]18-1. 
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1.3. Разложить каждое из следующих выражений при малом &, сохранив 
три члена: 


1 2 1 »4 
{а) И i-te 1—5 t, 


(6) (1+ecos f)~}, 
(в) (1+ eo, + =0,)-*, 
(г) 51 ($ + e015 -+ #2055), 


{д) arcsin (уе) , 
1-8 


1.4. Пусть и=ш-еш + е?и, й= (3/2) (=i snip} Разложить 
величину A при малом е, сохранив три члена. 
1.5. Найти с точностью до второго порядка решение уравнения 
х=1-- 857, e<l, 
и сравнить его с точным решением при в=0,1 и #=0,001. 


1.6. Показать, что асимптотическое разложение функции 


oo 


F (x= | OP ae 


x 


для больших х имеет вид 
3 | 2! 4! : | 3! 5! 
Е = (+в...) sin x +(=- + p 2) cos x. 


x x8 


Сходится ли этот ряд? Оценить остаточный член сверху и показать, что при 
Х — co он стремится к нулю быстрее, чем последний член разложения. 


1.7. Найти при х=0 два члена разложения для $, если x= S—(e#/3s?) — 
— (3=2/1 054). 


1.8. Пусть х==$--е (2— (2/3) 51/7) + (42/5) =?5\/?. Показать, что решение 
уравнения 4х/4$==0 имеет вид 


1 14 
— — p28 4 
592 5 & +0 (e4). 


Найти затем значение х, соответствующее этой величине. 


1.9. Пусть 
Yo (5) + Ey ($) + Е?у» (S)+...=A 


1 = $+ ex, ($) -- 7x (s)+... . 
Показать, что 
s==1— ex, (1)—e? [xq (1) — ж (I) ж (I) +... 
н найти затем Yo (1), уз (Г) и Ye (1). 
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1.10. Рассмотреть уравнение 
у--у=у?, y(0)=1. 


(а) Определить три члена разложения решения для малого 5. 
(6) Показать, что точное решение имеет вид 


y=e-* И е(е-*— 1-1. 


(в) Разложить это точное решение для малого и сравнить с результатом п. (а). 
(г) Справедливо ли это разложение для всех x? 


11. Для решения уравнения 
{ 2 1 
'—( setae) ¥=0 
определить разложение по координате вида 


nq 
= 

y= У авх-п+9 ' 
n=Q 


1.12. Определить с точностью до второго порядка (т. е. найти три члена) 
разложения для решений 


(а) dGtu=eu®, e<l, 
(6) d@tu=—eu 


при условиях u(0)=a, u(0)=0. Являются ли эти разложения равномерно 
пригодными? 


1.13. Найти при малом в разложение первого порядка (двучленное} для 
решения системы 


ах 
$ в =, 


sHo—etay y(=e% x(t. 


1.14. Используя асимптотическое разложение (1.5.13), показать, что боль- 
шие нули & функции Jo (x) являются решениями уравнения 


etg (8-4 n)=— get ger t 


И что 


1 1 
9 ия"... при п целом. 


1.15. Показать, что уравнение 
uituttu=?? 
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удовлетворяется при f — © разложениями (Левинсон [1969]) 
и=— нас, 94 ‘+0 (=) ; 
u=t+(b, sin f-+b, cos ДИ? +0 (t-}), 
где сри 6; — постоянные. 


1.16. Показать, что уравнение Беллмана [1955] 
(и =и-и 
при #Ё -+ o удовлетворяется разложениями (Левинсон [1969]) 


и = ае-— — а?е-\ -- 0 (е-3* ), 


] ] 
See ree — #3 3 —2 2 2 
= ag! In £-+-¢,£3-+ cgt-*-+ O (4? In? В, 


rye a и с; — постоянные. 


ГЛАВА 2 


Прямые разложения и источники 
неравномерности 


В $ 1.6 было указано, что разложения типа Пуанкаре (пря- 
мые разложения), такие, как 


0 


i] 


f(x; г) ~ р Bn (2) fa (х), 


где б„ (2) —асимптотическая последовательность по параметру а, 
являются, как правило, неравномерно пригодными и нарушаются 
в областях, называемых областями неравномерности. Некоторыми 
из источников неравномерностей являются следующие: бесконеч- 
ная область, малый параметр при старшей производной, измене- 
ние типа дифференциального уравнения в частных производных 
и наличие особенностей. 

В случае бесконечной области неравномерность заявляет о 
себе наличием так называемых вековых членов вида х”созх и 
x" sin x, из-за которых отношение f,,(x)/f,,-,(x) не ограничено, 
когда х стремится к бесконечности. В случае малого параметра 
при старшей производной разложение возмущения не может 
удовлетворить всем граничным и начальным условиям и, таким 
образом, является непригодным в пограничных и начальных 
слоях. Поскольку граничные и начальные условия, необходимые 
для корректной постановки задачи, зависят от типа рассматри- 
ваемого дифференциального уравнения в частных производных, 
то неравномерности могут возникнуть и в том случае, когда тип 
возмущенных уравнений отличается от типа исходного уравнения. 
В четвертом случае в разложении в некоторой точке могут 
появиться особенности, которые не имеют места в точном реше- 
нии и становятся более выраженными в последующих членах. 

Для каждого из источников неравномерности дается несколько 
примеров, иллюстрирующих возникновение неравномерных раз- 
ложений и способы их распознавания. Эти примеры поясняют 
также технику получения возмущений по параметру. Кроме 
того, большинство из этих примеров вновь появляется в после- 
дующих главах, где они приводятся к равномерно пригодному 
виду. В заключение главы обсуждается роль координат (как 
зависимых, так и независимых) в получении равномерных или 
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неравномерных разложений, а также роль методов возмущений 
В выборе ‚координатных систем, в которых разложения стано- 
вятся равномерно пригодными. 


1. Бесконечные области 


2.1.1. Уравнение Дюффинга 


Рассмотрим колебания массы, соединенной с нелинейной пру- 
жиной, которые описываются уравнением Дюффинга 


и-и-- 23 =0, и(0)=а, u(0)=0, (2.1.1) 

где  — малое положительное число. Эта задача допускает интеграл 
` ui ea2 

i? pure = (145 at, (2.1.2) 


Из уравнения (2.1.2) следует, что при положительном = значе- 
ния и ограничены для всех моментов времени. 

Будем искать приближенное решение в виде асимптотического 
разложения типа Пуанкаре 


и = > тии (t). (2.1.3) 


Подставив его в (2.1.1), разложив по степеням = и приравняв 

коэффициенты при одинаковых степенях, получим следующие 
задачи для определения Uy и Uy: 

Шо-- № =0, Ш (0)=а, (0) =0, (2.1.4) 

uy ae и: = —и, uy (0) = 0, uy (0) =0. (2.1.5) 


Решение, удовлетворяющее начальным условиям, имеет для Up 
следующий вид: 


Но = а с0$ $. (2.1.6) 


Подставляя это значение и, в (2.1.5) и используя тригономет- 
рическое тождество cos 3t=4cos*t—3cost, получим 


ii, и: = — 08 ESET 39051. (2.1.7) 


Решением уравнения (2.1.7) с начальными условиями (2.1.5) яв- 
ляется функция 


и, = — 9 # sin t +--Z (cos 3f —cos (). (2.1.8) 
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Таким образом, 


u=acost+eas [-3 tsint +% (cos 3f —cos 5 -+ O (=?). (2.1.9) 


Из-за наличия слагаемого Ёп? имеем U,/U,—0o при f— oo, 
поэтому приведенное выше двучленное разложение не является 
приближением к решению при Ё—+ оо. Слагаемое [51 назы- 
вается вековым членом; оно стремится к бесконечности при #—+ со, 
в TO время как выше мы выяснили, что и должно быть огра- 
ничено для всех {. Разложение (2.1.9) нарушается не только 
при бесконечном значении переменной #; если #=0 (#71), то BTO- 
рой член сравнивается по порядку с первым в противоречие с 
нашим предположением при выводе (2.1.9) о том, что Eu, является 
малой поправкой к и. При дальнейшем вычислении членов 
ряда будут появляться вековые члены вида {#" (с05{, sint). Хотя 
результирующий ряд и является сходящимся, но сходимость 
эта медленная, и представить решение для всех Ё конечным 
числом слагаемых не удается. 

Появление вековых членов характерно для задач о нели- 
нейных колебаниях; следовательно, в этих случаях нельзя ожи- 
дать, что прямое разложение окажется равномерно пригодным. 


2.1.2. Модель слабой нелинейной неустойчивости 


В качестве модели слабой нелинейной неустойчивости стоячей 
волны рассмотрим следующую задачу: 

ини и =U, (2.1.10) 

u(x, O)=ecoskx, и,(х, 0) =0. (2.1.11) 


Начальные условия наводят на мысль о разложении вида 
и =, -- 8? и. 1 ези.-.... (2.1.12) 


Подставляя это разложение в (2.1.10) и (2.1.11), получим, при- 
равнивая коэффициенты: 


при = 
Ши — Uy xx— Ш = 0, 
u, (x, 0) =cos Rx, ил (x, 0) =0; (2.1.13) 
при =? 
Изн— Usx,— U, =), 
из (х, 0) = us, (x, Q) =0; (2.1.14) 
при eg? 
Ustt— Изхх — Ug = ue. 
att 3 3 1 (2.1.18) 


из (х, 0) =Из (х, 0) =0. 
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Решение задачи (2.1.13) для первого порядка имеет вид 
u,=coso,tcoskx, of=k?—l. (2.1.16) 


Таким образом, волна устойчива при К > | и неустойчива при 
# < 1. Особый случай А = | разделяет устойчивые и неустойчивые 
волны. 

Решением задачи (2.1.14) для второго порядка является функ- 
ция и, =0. Подставляя в (2.1.15) выражение (2.1.16) для u, и 
решая задачу, получим 


3 
12803 


+t [3 (cos o,4—cos pt) + k? (cos 30,¢—cos pt)] cos 3kx, (2.1.17) 


i= [120,¢sin o,¢ + cos o,¢—cos 30,¢] cos kx + 


где п? = 9k?— 1. Следовательно, 
ыы 
320, 


-- члены, ограниченные при t—+ |. (2.1.18) 


u=ecoso,tcoskx-+e? | tsino,t cos kx + 


Здесь вновь прямое разложение нарушается при {-=0 (57?) или 
при больших значениях вследствие наличия векового члена 
{sin o,f. 


2.1.3. Сверхзвуковое обтекание тонкого крыла 


В качестве третьего примера, поясняющего ответственность 
бесконечной области за неравномерность в разложении типа 
Пуанкаре, рассмотрим равномерное невязкое сверхзвуковое обте- 


у 
= +6е7(7) 
U 
sean 
Cummempacnoe 
прило 


Рис. 2.1. 


кание тонкого симметричного крыла, изображенного на рис.2.1. 
Представим вектор скорости в виде 4 ==И grad(x+q); потенциал 
ф для стационарного двумерного безвихревого изэнтропического 
течения удовлетворяет уравнению 


Pyy— Вфих = M? | Ye (24. + 91+ OB) (Pex Py) + 
+ (205 + Pz) Pxx +2 (1+ Px) PyPxy + Pap | ‚ (2.1.19) 
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где B? = М*—1, М — число Маха свободного потока !). Нормаль- 
ная составляющая скорости обращается в нуль на поверхности 
крыла, т.е. течение на поверхности происходит по касательной. 
Следовательно, имеем 


Py 
1+ Фх 


где {— длина хорды крыла. Граничные условия на бесконечности 
вверх по течению имеют вид 


p(x, и) =0. (2.1.21) 


Используя метод последовательных приближений, Ван Дайк 
[1952] получил для уравнения (2.1.19) с граничным условием 
(2.1.21) решение второго порядка при малом, но конечном в. 
Будем искать разложение типа Пуанкаре, приняв в качестве 
параметра возмущения в. Пусть 


ф= =ф, | =*ф,-+.... (2.1.22) 


В силу малости = мы сможем существенно упростить задачу, 
перенеся граничное условие (2.1.20) с кривой y=eT (x) на отре- 
30K у=0 с помощью следующего разложения в ряд Тейлора: 


Ф(х, еТ) = ф(х, 0) eT oy (x, 0) +4 ЕТ, (х, 0)... 


=еТ’ (х) при y=eT (x), 0<х<р (2.1.20) 


Перепишем (2.1.20) в виде 


‚ O)+e7 ба р 
Не Ее ет (x), O<x<l. (2.1.23) 
Подставляя (2.1.22) в (2.1.19), (2.1.21) и (2.1.23), разлагая для 
малого = и приравнивая коэффициенты при одинаковых степе- 
нях в, будем иметь для коэффициентов; 


при = 
Piyy— ВФихх =0, (2.1.24) 
фа, (х, 0) =T' (x), O<x<l, (2.1.25) 
, (x, и) =0 (на бесконечности вверх по течению); (2.1.26) 
при =? | 
Peyy — B? Фахх = М? [(v +1) фихФи хх +(V— 1) PrxPiyy + 29 1yPixyls 


(2.1.27) 
Pay = Pixel’ —PryyT при y=0 И Ох, (2.1.28) 
ф.(х, y)=0 (Ha бесконечности вверх по течению). (2.1.29) 


1) у— показатель изэнтропы. —Лрим. ped. 
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Общее решение уравнения (2.1.24) имеег вид 
ф =f (&) +g (м), (2.1.30) 
rye 
E=x—By, n=x+ By. 


Из условия на бесконечности (2.1.26) следует, что g=0, a усло- 
Bue (2.1.25) дает f = —T (§)/B*). Поэтому 


Q, = —T (&)/В. (2.1.31) 
Подстановка @, в (2.1.27) дает 
Payy— Вах = М4 (у ar 1) jee (2. 1.32) 
Записав левую часть (2.1.32) в переменных & и \, будем иметь 
9242 M4 cree 
eon РР. (2.1.33) 


Решение этого уравнения имеег вид 


M4 , 
= ТОР th). (2.1.34) 


Из (2.1.28) можно получить, что функция A’ (&) должна иметь вид 


; МЮ carp, 1 M4 (y+1) ) т я 
Е БТ" ge ИО | Те ТТ. (2.1.36) 


Поскольку осевая составляющая скорости и равна И (1+4q,), 
имеем 


и _ п GA МИ, 
п =1— в + ве (I-A) т 
И ay ый +0 (=). (2.1.36) 


Для у= O(1) третий член в (2.1.36) ограничен и является поэтому 
малой поправкой ко второму члену, который в свою очередь при 
&—+0 является малой поправкой к первому члену. Однако с 
ростом y до значений порядка 0(=7*) или больших третий член 
сравнивается NO порядку со вторым и, далее, с первым членом. 
Это объясняется наличием слагаемого (1/2) (у -+ 1) М*В-ЗУТ“Т", 
из-за которого отношение и,/и, не ограничено при у—+» со. Хотя 
в рассматриваемой задаче и не присутствуют тригонометрические 
функции, слагаемое это может трактоваться как вековой член. 


!) Здесь строится решение в верхней полуплоскости у = 0. Поток в ниж- 
ней полуплоскости будет симметричен ему относительно прямой y=0.— 
пря: ред. 
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— 


2.1.4. Обтекание сферы при малых числах Рейнольдса 


Четвертым примером, показывающим трудность, возникающую 
при бесконечной области, является несжимаемое равномерное 
обтекание сферы при малом числе Рейнольдса. Для осесиммет- 
ричного течения полная система уравнений Навье —Стокса в 


Рис. 2.2. 


сферической системе координат, изображенной на рис. 2.2, задает 
следующее безразмерное уравнение относительно функции тока 
p(r, 0) (м, = Фо/г2 зп 0, ив = —ф,/г sin 0): 
д д ф 
Dip = тат ( Wo № gy + 2cte 6,2) Dryp, (2.1.37) 


— 72 sin 8 


где R=Ua/v—uneo Рейнольдса (у— кинематическая вязкость) 
и использовано обозначение 


02 шт 0 д 1 @ 
OS a а (Gao 3) (2.1.38) 


Граничные условия на поверхности сферы требуют обращения в 
нуль скорости; в безразмерном виде будем иметь 


4ф(1, 0) =, (1, 0) =0. (2.1.39) 
Из условия равномерности потока на бесконечности имеем 
wir, 0) —> ут $120 при r— oo, (2.1.40) 
Соотношения (2.1.37) — (2.1.40) определяют корректно поставлен- 
ную задачу относительно функции тока \{. 


Будем искать формальное разложение типа Пуанкаре, спра- 
ведливое при малых К: 


ф(х, 0; R) => Втр (г, 0). (2.1.41) 
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Подставляя (2.1.41) с учетом условия (2.1.40) в уравнение (2.1.37), 
разлагая при малом R и приравнивая коэффициенты при одина- 
ковых степенях R, получим для коэффициентов: 


при Ю° 
Dp, =0, (2.1.42) 
Wo (1, 9) = po, (1, 0) =0, (2.1.43) 
tho(r, 0) —> ar? sin? @ при г — оо; (2.1.44) 

при R 
Dy, ео (or 2—4 + 2ete Oe, —2 1) Dy, (2.1.45) 
ар, (1, 8) =y,,(1, 0) =0, (2.1.46) 
р, (г, 0) =o(r?) при r—oo. (2.1.47) 

Условие (2.1.44) подсказывает, что ф. надо искать в виде 

ро = f(r) sin? 6. (2.1.48) 


Подставив функцию этого предполагаемого вида в (2.1.42), полу- 
чим уравнение 


; 8 8 
pv AF О, (2.1.49) 
общее решение которого имеет вид 
р== саг* + саг? аг-с-аг”й. (2.1.50) 
Из граничного условия (2.1.44) имеем с.=0, с, =1/2, а гранич- 
ные условия (2.1.43) дают с, = —3/4, c_,=1/4. Окончательно 
имеем 
ф = (27°—3/ +— ) зб. (2.1.51) 


Это решение было получено Стоксом [1851]. 
Подставив ) вида (2.1.51) в уравнение (2.1.45), получим 


Dh, =—7 (2-7 +z) 1206056. (2.1.52) 
7 Г 
Уравнение (2.1.52) и граничные условия (2.1.46), (2.1.47) под- 
сказывают, что частное решение будет иметь вид 

4, =g (г) sin? 0 cos 9. (2.1.53) 
Функция g должна удовлетворять следующим уравнению и гра- 
ничным условиям: 


12 24g" 9/2 3 1 
giv— vey ae Е =-ч(т-я+т), (2.1.54) 


r? 


g(1) =e" (1) =0, (2.1.55) 
g(r)=o(r*) при r—+oo, (2.1.56) 
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Общее решение уравнения (2.1.54) имеет вид 
3 9 31 
g=b_,r-?*+b,+56,r° +5.°—z Pit sorbags. (2.1.57) 


Из граничного условия (2.1.56) следует, что В, =6,=0. Однако 
даже такой выбор 6, и 6, не обеспечивает требуемого поведения 
функции © при r—oo из-за наличия члена —(3/16)r?. Ясно, 
что никаким выбором by и 6_, этот недостаток нельзя устранить. 
Более того, невозможно отыскать другое частное решение урав- 
нения (2.1.52), которое обеспечило бы соответствующее поведение 
функции ф, при r—oo. Граничные условия (2.1.55) требуют, 
чтобы by =6_, = —3/32. Следовательно, 


3 1 | : 
= (2—3 +1-L4+)sin®@cos6. (2.1.58) 


Трудность, связанная с прямым разложением, здесь вновь 
возникает из-за наличия бесконечной области. Двучленное раз- 
ложение 


1 №. 3 В 
т (2—3 ++) 3110 —35 R ( 2r8— Br + I-24) x 
x sin? 6cos8+ О (К?) при R—-O (2.1.59) 
удовлетворяет граничным условиям на поверхности и не удовлет- 
воряет граничным условиям на бесконечности. Таким образом, 
это разложение перестает быть справедливым при больших г. 
Это обстоятельство носит название парадокса Уайтхеда [1889], 


впервые получившего это решение [1889] методом последователь- 
ных приближений и указавшего первым на его неравномерность. 


2.2. Малый параметр при старшей производной 


2.2.1. Пример второго порядка 


Чтобы проиллюстрировать трудность, связанную с наличием 
малого параметра при старшей производной, рассмотрим следую- 
щий пример (Латта [1964]): 


ey” +y'+y=0, 0<х<1, (2.2.1) 
y(0)=a, y(I)=b. | (2.2.2) 


Здесь в— малое положительное число. Будем искать сначала пря- 
мое разложение вида 


y= >» ery, (x), «1. (2.2.3) 
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Подстановка в (2.2.1) и приравнивание коэффициентов при рав- 
ных степенях в приводит к уравнениям 


Yot у =0, (2.2.4) 
Ув Yn = — Уп. (2.2.5) 


Нетрудно видеть, что для приближения порядка п величину 
Y,-1 можно считать известной, и, следовательно, у, для любого 


п задается дифференциальным уравнением первого порядка. 
Отсюда следует, что решения уравнений (2.2.4) и (2.2.5) не могут 
удовлетворить обоим граничным условиям (2.2.2), и одно из них 
должно быть опущено. В п. 4.1.2 показано, что должно быть 
опущено граничное условие в нуле. Решив уравнения для пер- 
вых двух слагаемых и наложив граничное условие и (1) =, по- 
лучим 


y = bet~* + ebet-* (1 —x) + О (e?). (2.2.6) 


Значение в нуле у==фе(1--), вообще говоря, отличается OT а 
из (2.2.2). Следовательно, погрешность в (2.2.3) не является 
равномерной на [0, 1] и разложение вблизи нуля нарушается. 

Для понимания природы неравномерности обратимся, далее, 
к точному решению уравнения (2.2.1) с условиями (2.2.2): 


y = en ene (2.2.7) 
где 
—ITiVvyl—4 
Е. (2.2.8) 


Можно показать, что предел при фиксированном х 
lim y (x, =) =be'~* (2.2.9) 
e—>0 

соответствует первому члену в (2.2.6) и удовлетворяет гранич- 


ному условию иу(1)=5. Чтобы понять, что же происходит в гра- 
ничной точке х =0, вычислим у, используя (2.2.7), с точностью 


порядка €, обозначив эту величину через у. При в—+0 имеем 
s,=—1+40(e), 5,= — НЕО (9). (2.2.10) 
Следовательно, 
y == фе1-*-- (a— be) e~ #/2)+* + О (=). (2.2.11) 


В проведенных выше вычислениях член, пропорциональный 
ехр [—(х/г)+х], был учтен, поскольку оценка проводится 
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не только для случая в—0, но также и для случая х-—+0. 
По способу построения (2.2.11) можно сделать вывод, что поря- 
док погрешности равномерен на [0, 1]. На рис. 2.3 схематически 


показано поведение у и первого слагаемого из (2.2.6), которое 
будем обозначать у. Видно, что у согласуется с у всюду, за 


исключением малой окрестности нуля, в которой у быстро ме- 
няется, чтобы удовлетворить граничному условию. Таким обра- 


005 0,5 0 x 
Puc. 2.3. 


зом, функция yY (x; &) является непрерывной при #>0и при 
=—=0 терпит разрыв. В самом деле, справедливы соотношения 


lim lim y (x; =) =а, (2.2.12) 
e>0x 30 
lim lim y (x; в) =be, (2.2.13) 
x7>0e 70 


которые показывают, что точное решение y(x; г) сходится к у 
(первое слагаемое в (2.2.6)) неравномерно. 


2.2.2. Обтекание тела при больших числах Рейнольдса 


Рассмотрим двумерное вязкое несжимаемое обтекание тела 
поступательным потоком, показанного на рис. 2.1. Полная сис- 
тема уравнений Навье—Стокса для установившегося течения 
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определяет следующее уравнение для функции тока ф(и=\,, 
== —p,; и и и— компоненты скорости по осям X и И): 


(by ee EHV?) VAP =0. (2.2.14) 


Здесь R= UL/v—uucno Рейнольдса, у — кинематическая вязкость 
жидкости. Уравнение (2.2.14) нужно дополнить граничными усло- 
виями. На поверхности тела, y=F (x), обращаются в нуль обе 
компоненты скорости; таким образом, 


Еф, [х, Е (+, [х, Е =0, (2.2.15) 
w(x, Р (х)|=0. (2.2.16) 


Второе условие означает обращение в нуль касательной к телу 
составляющей скорости (так называемое условие прилипания), 
в то время как первое условие означает обращение в нуль 
нормальной составляющей скорости. Третье условие имеет вид 


p(x, у) —- у (на бесконечности вверх по течению). (2.2.17) 


Пытаясь построить прямое разложение вида 
W(x, и; => 8„ (В) $» (х, и) при R—+oo, (2.2.18) 


где 
5, (R)=1, bn (R) =0 [6,-1 (R)] при ЮВ — о, 


мы получим следующее уравнение для первого слагаемого (не- 
вязкое течение): 


д д 
( Woy 3p — Vox 5y Vp, = 0. (2.2.19) 


Это уравнение является дифференциальным уравнением He чет- 
вертого, а третьего порядка. Поэтому wp, не может удовлетво- 
рить всем граничным условиям (2.2.15) и условию (2.2.17); одно 
из них следует опустить. Поскольку при невязком течении воз- 
можно скольжение по телу, опустить следует граничное условие 
(2.2.16). Поэтому полученное решение для 1, является при 
Ю —+ сю очень хорошим приближением точного решения вдали 
от тела и становится несостоятельным вблизи тела. Касательная 
составляющая скорости должна обратиться в нуль на поверх- 
ности независимо от того, сколь мала вязкость (сколь велико 
число К). По этой причине при больших R точное решение 
близко к 1, всюду, за исключением тонкого слоя около тела, 
в котором оно претерпевает быстрое изменение, чтобы восстано- 
‚вить условие прилипания. Этот тонкий слой и есть пограничный 
слой Прандтля. 


2.2. Малый параметр при старшей производной 45 


— 


2.2.3. Релаксацнонные колебання 
Следующей задачей, которую мы рассмотрим, будет задача 
об отыскании периодических решений для уравнений вида 
eu” =f (u’, и) (2.2.20) 
при малом г и при условии, что уравнение } (и’, и) =0 периоди- 


ческих решений не имеет. Впервые к задачам такого рода обра- 
тился Ван-дер-Поль [1927], пытаясь объяснить колебания со 


Рис. 2.4. 


срывами (релаксационные колебания) в электрической цепи. Эти 
колебания описываются следующим уравнением, которое назы- 
вают теперь уравнением Ван-дер-Поля: 


u"-+u=a (u'—zu’s). (2.2.21) 
Положив 9 =и', X=u/a и e=—a-*, приведем (2.2.21) к виду 
vs 
ig, Oe 


При e=0 имеем уравнение x =vu—(v°/3), которое определяет 
кривую, показанную на рис. 2.4. Предположим, что = очень 
мало, но отлично от нуля, и рассмотрим интегральную кривую, 
начинающуюся в точке Р. Поскольку точка Р находится вдали 
от кривой Г, то вплоть до точки P,, в которой интегральная кри- 
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вая достигает кривой Г, величина dv/dx равна приближенно — со. 
В точке P, имеем du/dx =0. 

Поскольку вдали от кривой Г величина du/dx равна прибли- 
женно - 00, то интегральная кривая стремится отслеживать 
кривую Г, не отходя от нее, до тех пор пока не достигнет окрест- 
ности точки Р,. В этой точке интегральная кривая сворачивает 
почти вертикально вверх до пересечения с кривой Г в точке Py. 
Поскольку вдали от кривой Г имеем du/dx & + со, то интеграль- 
ная кривая отслеживает по часовой стрелке кривую Г, оставаясь 
над ней до некоторой окрестности точки P,, где она почти вер- 
тикально поворачивает вниз до пересечения с кривой Г в точке Р.. 
Затем она отслеживает путь от P, до P,. Поэтому предел пе- 
риодического решения при в—+0 состоит из дуг P,P, и Р.Р, 
кривой Г и двух вертикальных отрезков P,P, и Р.Р.. Таким 
образом, предельное решение при 
=—+0 удовлетворяет уравнению 
f(u’, и) =0 всюду, за исключени- 
ем некоторых точек, в которых 
функция о = и’ имеет скачкообраз- 


Sor м ный разрыв. 


2.2.4. Несимметрнчный нзгнб предвари- 
тельно напряженных кольцевых пластин 


Rr 


Последним примером рассмат- 
риваемого класса является не- 
симметричный изгиб предварн- 
тельно напряженной кольцевой 
пластины, исследованный Альц- 
хаймером и Дэвисом [1968]. На- 
ружная кромка пластины жестко 
заделана, отверстие кольца содер- 
Рис. 2.5. На верхнем рисунке— жит твердое включение (показано 
вид недеформированной пластины на рис. 2.5). K твердому вклю- 
сверху; на нижнем рисунке—де- $ 

формированное состояние. чению приложен момент, который 

стремится повернуть его вокруг 
диаметра и вывести из плоскости пластины. Для тонкой коль- 
цевой пластины без поверхностного нагружения, на которую 
действуют силы, направленные по плоскости пластины, Тимо- 
шенко и Войновский-Кригер [1959] вывели следующее уравне- 
ние относительно поперечного смещения в: 


у rt 0% 100 , 1! do d/1\ dw 
У = |, Fa по (sate 5or ) + tre 5, (+32) | . (2.2.23) 


Здесь п,, Ng KH п, в. — силы в плоскости на единицу длины. В (2.2.23) 
полярный радиус и поперечное смещение приведены к безраз- 
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мерному виду и измеряются в единицах внешнего радиуса г, 
и толшины пластины A соответственно. Жесткость на изгиб за- 
дается формулой Р = EA? /12(1—v*), где Е—модуль Юнга, у — 
коэффициент Пуассона. 

Относительно сил в плоскости пластины предположим, что 
они создают начальное равномерное радиальное предварительное 
напряжение и достаточно велики, чтобы их можно было считать 
постоянными величинами при последующем поперечном движении 
т.е. M,==Ng—MOcTOAHHbI, По =0). Таким образом, уравнение 
(2.2.23) сводится к виду 


577% — У? =0, (2.2.24) 
где 
р 
Е 
. rin 


Пользуясь рис. 2.5, можно выписать следующие граничные 
условия: 


® =bacos 90, 9 = acos0 при r=), (2.2.25) 
o=2=0 при г==1. (2.2.26) 


Здесь а предполагается настолько малым, чтобы Sina ya, 
и b=r,/r,, где г„— радиус твердого включения. 
Граничные условия (2.2.25) и (2.2.26) подсказывают решение 
вида 
@ =и (7) соз0. (72.27) 


Тогда будем иметь 
a? ld 1 du 1 du u 
a oe a ei — ры 
ь (тт я) (Fats dr =) 


аи 1 du и 
sok (a +7 GF) =0, (2.2.28) 


u(b)=ba, а, (2.2.29) 
u(l)=0, $(1)=0. (2.2.30) 


При =—0 уравнение (2.2.28) сводится к виду 

и 1 4и и 
который представляет собой уравнение второго порядка. Поэтому 
его решения не могут удовлетворить четырем граничным усло- 
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виям (2.2.29) и (2.2.30), и, следовательно, два из них должны 
быть опущены. Пытаясь построить прямое разложение вида 


i= У пи, (г), (2.2.32) 
n=0 


мы обнаружим, что каждое и„ удовлетворяет уравнению (2.2.31). 
Следовательно, разложение (2.2.32) не является пригодным. для 
всех г из отрезка [6, 1]. В п. 4.1.5 с помошью метода сращи- 
вания асимптотических разложений получено равномерно при- 
годное разложение. 


2.3. Изменение типа дифференциального уравнения 
в частных производных 


В зависимости от типа дифференциального уравнения в част- 
ных производных для корректной постановки задачи требуются 
те или иные граничные и начальные условия. Если исходное урав- 
нение при нулевом значении малого параметра меняет свой тип, 
становясь, скажем, из эллиптического параболическим или гипер- 
болическим, то могут возникнуть трудности. Этот класс задач 
можно рассматривать как подкласс задач, которые обсуждались 
вп. 2.2.1—2.2.4. Ниже мы опишем два примера, а также труд- 
ности, которые возникают при разложении в одном из них. 


2.3.1. Простой пример 


Рассмотрим следующую задачу Дирихле относительно унии 
P(x, у, в): 


Ф.Н Фи, —Ф,=0, Ох, y<], (2.3.1) 
$ (0, у) =а (и), (2.3.2) 
ф (x, 0) =6 (x), (2.3.3) 
(1, y)=c(y), (2.3.4) 
gp (x, 1)=d (x). (2.3.5) 


При = > 0 эта задача является корректно поставленной и допус- 
кает единственное рещение. Однако при e=0 (2.3.1) сведется 
к уравнению 


Pxx— Py =9, (2.3.6) 


которое является параболическим (уравнением диффузии). Реше- 
ние уравнения (2.3.6), вообще говоря, не может удовлетворить 
всем граничным условиям (2.3.2)—(2.3.5), и одно из них должно 
быть опущено. Из рассмотрений п. 4.1.2 следует, что нужно 
опустить условие (2.3.5), и тогда полученное решение окажется 
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непригодным вблизи у = 1. Можно предположить, что при малом & 
решение редуцированного уравнения близко к точному решению 
всюду, за исключением узкой области возле y=1, в которой 
последнее быстро меняется и успевает удовлетворить опущенному 
граничному условию. 

Следует отметить, что сингулярная природа задачи зависит 
не только от изменения типа уравнения, но также и от заданной 
области, в которой получено решение. Хотя решение уравнения 
(2.3.1) в области Ох, у | и не стремится равномерно к ре- 
шению уравнения (2.3.6), в верхней полуплоскости решение 
(2.3.1) равномерно стремится к решению (2.3.6). 

Далее рассмотрен пример, в котором изменение типа уравне- 
ния не приводит к неравномерностям. 


2.3.2. Длинные волны на поверхности жидкости, стекающей 
по наклонной плоскости 


В этом пункте мы рассмотрим различные характеристики волн 
на поверхности жидкой пленки, стекающей вниз по наклонной 
плоскости (рис. 2.6). Этот довольно сложный пример рассмат- 


у 


h ho 
x й 
Рис. 2.6. 


ривается здесь потому, что он иллюстрирует общую методику 
для длинных нелинейных диспергирующих волн. Течение опи- 
сывается уравнениями Навье —Стокса 


du, ov 

——= =0, Zick 

Ox a ду ) 
du, ~ du , ~du 1 Op : ^ 
—+u—+v0-—-=—- -- зп 9 + уу?и, 2.3.8 
ог № дх a ду par ® a ( ) 
aw, - 0 , +00 1 др ~ 
Ри и = — — = — g c08 6+ VF. 2.3.9 
ot т Ox Bs ду р ду 8 в ( | 


Здесь и и ч— компоненты скорости. по направлениям хи Y, p— 


давление жидкости, 1 — время, фи V— плотность жидкости и кине- 
матическая вязкость соответственно. На поверхности раздела 
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жидкость — твердое тело обе компоненты скорости исчезают, т. е. 
u=v=0 при y=0. (2.3.10) 


Если поверхность жидкости гладкая (т. е. волны отсутствуют), 
то существует следующее ламинарное установившееся решение: 


oa (2h,y—y?), V=0, 


(2.3.11) 
Р = Py—pgcos 0(y—h,). 


В этом решении использовано граничное условие du/dy =0 при 
y=h, (т.е. сдвиг отсутствует). 

Далее мы рассмотрим возмущения в этой картине установив- 
шегося течения. Введем безразмерные величины следующими 
соотношениями: 

a=h,/l, h=hjh, y=ylh, x=x/l, 
U=U/U,, u+U=u/U,, v=v/a,, (2.3.12) 
t=1U jl, P= Pipgh, sin®, p+P=p/pgh,sin0. 


Здесь U,=ghisin®/2v, [—характерная длина волн, & — безраз- 
мерная величина, количественно описывающая глубину жидкости. 
Подставив (2.3.12) в уравнения (2.3.7) — (2.3.9) и используя 
(2.3.11), получим следующие уравнения для безразмерных воз- 


мущений: 
u,v, =0, (2.3.13) 
ши) и, +0 (ty +U) = — Е (uy аи,,), (2.3.14) 
2 
Dy -+(U-+U) 0, + Wy = — Bog Py + ака»), (2.3.15) 


где R=U,hA,/v—uucno Рейнольдса жидкой пленки, И =2y—y?, 
а штрих означает дифференцирование по у. 

Уравнение (2.3.13) может быть решено введением функции 
тока p(x, у, 2), такой, что 


(и, о) = (ф,, —"p,). 
Тогда уравнения (2.3.14) и (2.3.15) можно будет объединить соот- 
ношением 
Pyyyy ий. aR [Pyyt =a (U So p,) ый ТТ (U" a А x] о р ie 
ar aR [Pract + (U + p,) ххх — Px Prxyl — буи. (2.3. 16) 


Уравнение (2.3.16) должно быть дополнено граничными усло- 
виями. Из (2.3.10) имеем условие на поверхности раздела твер- 
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дое тело — жидкость 
p, (x, 0, #) = p(x, 0, Й =0. (2.3.17) 


На свободной поверхности нормальная составляющая скорости 
жидкости равна скорости самой поверхности раздела, т. е. 


A,-(U-+,)h,+),=0 при y=A(x). (2.3.18) 

Кроме того, условие отсутствия касательного напряжения Ha CBO- 
бодной поверхности дает 

(U’ + ),,—@*p,.) (1 — а?) —4а?фй, =0 при у=й. (2.3.19) 


Наконец, из непрерывности нормального напряжения на этой 
свободной поверхности следует 


= dis sa Teg ес о Vv ах) Oe 
р es (h 1) ctg 9 (1-- 2/2)? © oth? 
1-— 21? 
— 20$, au ee =h. (2.3.20) 


Здесь p,, согласно (2.3.14), имеет вид 


ре аи В (ye + U + Wy) Vay — (UV) 1 офи 


(2.3.21) 


и принято обозначение 


[8] 
Т — рей : 
где о — поверхностное натяжение жидкости. 

При выводе уравнения, описывающего безразмерное изменение 
возмущенной поверхности, мы будем следовать Бенни [1965а] *): 
сначала найдем разложение по степеням @ для возмущенного 
решения задачи (2.3.16), (2.3.17), (2.3.19)—(2.3.21) и затем под- 
ставим это разложение для p в (2.3.18). Итак, положим в пре- 
дыдущих уравнениях 


ф= фи Раф ..., (232) 
P= ‘ра Pot ap, +. 


и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях a. Полу- 
чим, приравнивая члены: 


ae 


1) Волны в тонком слое вязкой несжимаемой жидкости, стекающей по вер- 
тикальной стенке, были впервые исследованы П. Л. Капицей в 1948—1949 гг. 
симптотический анализ волн в слое вязкой жидкости на наклонной плоскости 
ыл проведен Ю. П. Иваниловым [1961]. См. обзорную статью H. Н. Моисеева 
11967].— Прим. ред. 
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порядка a 
Vo иуии = 0, (2.3.23) 
Po = фи, =0 при и =0, (2.3.24) 
оу = 2 (и—1) при y=h, (2.3.25) 
Poyyy = 9 при y=h; (2.3.26) 

порядка a 
Pryyvy = К Фо (Ц + Poy) Poxyy—(U" + Poyyy) к, (2.3.27) 
Y=), =0, при y=0, (2.3.28) 
фи, =0 при y=h, (2.3.29) 
Py = (h— 1) с120— Т созес 04,, при y =A, (2.3.30) 

причем 


Pox = шт — К [Poyt +(U + Poy) Poxy SA ee Poyy) ox]: (2.3.31) 


Решение задачи (2.3.23)—(2.3.26) имеет вид 
Wy = (A—1) y?. (2.3.32) 
Тогда уравнение (2.3.27) примет вид 
Pryyyy = 2К (Ay + 2hh,y) 


и при условии (2.3.28) будет иметь своим решением функцию 
У = Ale, Ny + B(x, Dy + (+5 they). (2.3.33) 


Подставив ip, в (2.3.29)—(2.3.31) и решив полученные уравнения 
относительно А и В, будем иметь 


(h,,ctg 0 — Т cosec 9h,,,.,.), 


1 
3 
; > (2.3.34) 

A=—h(h, ctg0—T cosec hye.) —-- RA? @ +31", ) 


Поскольку 
S18 Ys Он = (ye +s) lyons 
то (2.3.18) можно переписать в виде 
hy + (2h—h*) he 2 (ах, у, Эн =0. = (2.3.35) 


Подставив \ф =, -- О (<) в это уравнение, будем иметь 
h,+ 2h*h, =0. (2.3.36) 
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Тогда 
р, (x, A, К =— = #3 (h, ctg 0 —Т созес @й,,„„) + = Rhth,,. 


Положив в (2.3.35) p=yp,+ arp, +O (a@?), получим 
hy-+ 2h2h, +a |—3h (в —= Rh ) hee +> COSC OA yee — 
— 2h? (ctg = Rie) h? + 2T созес OHI Meee +0 (a2) =0. (2.3.37) 


Резюмируем проделанное в этом пункте. Начав с эллиптичес- 
кого уравнения (2.3.16), мы заменили его уравнениями (2.3.23) 
и (2.3.27), которые, очевидно, не являются эллиптическими. От 
этих уравнений возмущения мы пришли к уравнению (2.3.37), 
которое явно гиперболическое. Таким образом, изменение типа 
уравнения не привело к возникновению неравномерностей, по- 
скольку рассматриваемая область была неограниченной. 


2.4. Наличие особенностей 


В данном классе задач разложения в рассматриваемой области 
имеют особенности, которые не содержатся в точном решении. Более 
того, в членах высших порядков особенности не только сохра- 
няются, но и становятся более выраженными. 


2.4.1. Сдвиг особенности 


В качестве первого примера указанного класса рассмотрим задачу, 
изучавшуюся Лайтхиллом [1949а]: - 


а 
(xtey)E+2+x)y=0, y(l) =e? (2.4.1) 
Это уравнение имеет особенность Ha прямой х == — ey. Граничное 


условие, однако, обеспечивает положительность точного решения 
y(x) для х>0; следовательно, y (x) не имеет особенностей при 
О< хх oc. 

Для отыскания прямого разложения положим 


у= уе (х) ви, (x)+.... (2.4.2) 


Подстановка (2.4.2) в (2.4.1), разложение по степеням & и при- 
равнивание коэффициентов при =°и & даст нам 


ха -- (2-х) =0, yo(l) =e (2.4.3) 
а ау 
ха ие, 9: (1 =0. (2.4.4) 


Решение задачи нулевого порядка имеет вид 
ее. (2.4.5) 
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Подставив y, в (2.4.4) и решив полученное уравнение, будем иметь 
х 
yy = x7 е-* | е-4-3(1--21-1) db. (2.4.6) 
i 
При х—+0 имеем у, =O (x~*), в то время как у, =O(x-5). Таким 
образом, хотя и точное решение не имеет особенности при х == 0, 
решение нулевого порядка имеет особенность в точке xX =O, и эта 
особенность далее становится сильней. 


2.4.2. Задача о космическом корабле Земля — Луна 


Далее мы рассмотрим движение космического корабля массы т 
в гравитационном поле двух фиксированных притягивающих 
центров. Масса М, Земли много больше массы M,, Луны. В де- 


— 


Космический 
KOPAGNS 


(Z,Y) 


Земля Пула т 
Рис. 2.7. 


картовой прямоугольной системе координат, показанной на 
рис. 2.7, безразмерные уравнения движения имеют вид!) 


ах x x— 1 

go Eee an (2.4.7) 
4?у _ у у 

gi и as (2.4.8) 
печи, ау, (2.4.9) 


где 
Ц =M,,/(M, +M,). 


т) Уравнения (2.4.7) и (2.4.8) справедливы при условии, что притягивающие 
центры неподвижны. При рассмотрении движения точки в поле притяжения 
Земли и Луны необходимо учитывать, что система координат ху вращается 
вместе с Землей и Луной. Это приводит к появлению в уравнениях (2.4.7), 
(2.4.8) дополнительных членов, обусловленных переносными и кориолисовыми 
силами инерции.— Прим. ред. 
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— 


Для введения безразмерных расстояния и времени использованы 
соответственно расстояние 4 между притягивающими центрами 
и величина 


а3 1/2 
E (Mn+ cal у 


где @—— постоянная всемирного тяготения. Лагерстром и Кевор- 
кян [19666] изучали эту задачу при начальных условиях 

х=0, и=0, oY He при t=0, (2.4.10) 

h=—p*, pl, (2.4.11) 


где й-— полная энергия корабля. 
Поменяв ролями x и Ё, рассмотрим следующие прямые раз- 
ложения для малого в: 
= (Ху +t, (x)-+..., (2.4.12) 
y=py,+.... (2.4.13) 


Подстановка (2.4.12) и (2.4.13) в (2.4.7) —(2.4.9) и приравнива- 
ние коэффициентов при одинаковых степенях и дают 


fo? (2.4.14) 
t tet 1 1 
gers ie = (7s (2.4.15) 
an” t” р 
чаи =0. (2.4.16) 


Решения этих уравнений при начальных условиях (2.4.10) и 
(2.4.11) имеют вид 


V2, = arcsin р И Их (1—p*x), ео 
1772 ‚ = — загсзш Vito a= ВУ ie ay ee 
—_ 2 1/2 
РН. 24а, 


1—х 


у: = — Cx. (2.4.19) 


Таким образом, приведенное выше разложение при x —> 1 нару- 
шается, поскольку Ё имеет логарифмическую особенность. Можно 
показать, что в высших приближениях особенности в окрестности 
Хх =| усиливаются. В самом деле, 


t, =0[(1—х)-: при х -— 1. (2.4.20) 
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2.4.3. Термоупругие поверхностные волны 


Рассмотрим влияние теплопроводности на распространение волн 
по поверхности изотропного упругого полупространства. Вместо 
закона теплопроводности Фурье будем использовать модифици- 
рованный закон Максвелла, чтобы учесть то малое время, которое 
необходимо для установления стационарной теплопроводности 
после внезапного возникновения градиента температуры в твердом 
теле. Будем предполагать, таким образом, что поток тепла В 
определяется соотношением 


Я +в =— А grad. (2.4.21) 


Здесь 0 означает изменение исходной абсолютной температуры 6., 
К —коэффициент теплопроводности, т, —время термической рела- 
ксации. В уравнении (2.4.21) предполагается, что тепловые си- 
гналы распространяются не мгновенно, а имеют конечную скорость 
распространения. В наших рассмотрениях здесь мы будем сле- 
довать Найфэ и Неммат-Нассеру [1971]. 

Поскольку материал предполагается изотропным, мы будем 
рассматривать двумерное движение в плоскости (x, и), обозначая 
смещения соответственно через u и и. Ось х лежит на свободной 
поверхности, а ось у перпендикулярна к ней и направлена внутрь 
тела. Пусть В? =(A-+2n)/p, где 4 и р— коэффициенты упругости 
Ламе, пусть b=(2-+(3A/n)]a0,, где «— коэффициент линейного 
теплового расширения, и пусть & =“ (3^, -- 2и)/рс,, где р — плот- 
ность материала, с,— удельная теплоемкость при постоянном 
объеме. Тогда совместные уравнения теории упругости и тепло- 
проводности запишутся в виде 


02 92 р 00 
pee BTR) + Ses, (2.4.22) 


до 92 92 90 
Ве = Ве Пана, (2.4.23) 


920 09 gre ди д? до 
ая Я a = (sear + ауаг ) + 8“ (ков доп}. (2.4.24) 


В приведенных уравнениях для введения безразмерных времени 
и длины использованы соответственно величины 1/0)* и v,/w*, где 


2 
_ суб _ At Qu 
=, В: (2.4.25) 
На свободной поверхности обращаются в нуль нормальные 
и касательные напряжения и градиент температуры, т. е. имеем 
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при у=0 
Ou , dv 
ap tao (2.4.26) 
(p2—2) 4 +в’ % 0—0 (2.4.27) 
дх ду ; 
i=. (2.4.28) 


Решение задачи (2.4.22) —(2.4.28) будем искать в виде 
(и, о, 0) = (а, а, a,)exp(—ay+iot+igx), (2.4.29) 


где & имеет положительную вещественную часть. Тогда волно- 
вая скорость будет задаваться равенством с == ©/Кед, а коэффи- 
циент затухания — равенством s=Imgq. Подстановка (2.4.9) в 
(2.4.22) —(2.4.25) и приравнивание нулю определителя линейной 
системы уравнений относительно а, дают следующие три решения 
для а, выраженные через д и о: 


ой = g?—B’o’, (2.4.30) 
Os + a3 = 2g? — Tw? — 6? (1-- те) +iw(1 +8), (2.4.31) 
asa = wt — 6020? — 103 + iwg? (1 +2) +q4*—q?w?t (1 +8). (2.4.32) 


Здесь принято обозначение г =62/В?. Для каждого а существует 
собственный вектор вида 


E i mA, je a для k=2,3 (2.433) 


и вида 


(1, fa 0) ax, для k=l. (2.4.34) 


92 aioe Bu? ? 


Подставим собственные функции, соответствующие собственным 
векторам (2.4.33) и (2.4.34), в уравнения (2.4.26) — (2.4.28) и 
приравняем нулю определитель системы уравнений относитель- 
но Q,,. Устремляя @ -+ со, получаем 

a) _ A7{2—c?—c?t (1-8) 2A] 
С (c?) rele (2.4.35) 


где 


4 
2с2 


ее 


A? — (1 --c*)(1—c*t)—c*te, oon Tae) 


Положив в (2.4.35) и (2.4.36) ¢=0, можно получить клас- 
сическую скорость волн Рэлея. При В? =3 (соответствует коэф- 


. (2.4.36) 
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фициенту Пуассона 1/4) имеем с? =0,2817. Для малого е можно 
попытаться построить такое разложение для с?, первый член 
которого совпадает с решением Рэлея. Итак, положим 


c? = ср (1-- вс, + 2?с,-+...). (2.4.37) 


Подставив (2.4.37) в (2.4.35) и (2.4.36), разложив по степеням € 
и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях в обеих 


частях, получим 
2 
2 1 —CR 
woh FP 


(1 teh) [1 +555 (9% |’ 


(2.4.38) 


С. = — 


где 
F =2—-ch 1-2) 16). (2.4.39) 


Из равенства (2.4.38) видно, что при значениях т, близких к CR, 
коэффициент с, становится неограниченным, и разложение (2.4.37) 
нарушается. Можно показать, что при т==с5? высшие прибли- 
жения более сингулярны, чем второй член. 

При т >> св’ разложение (2.4.37) следует модифицировать; в 
противном случае величина А? окажется отрицательной, а в силу 
(2.4.32) станет отрицательной действительная часть одного из 
слагаемых, составляющих a. Модифицированное разложение име- 
ет вид 


с? = (1 +ec,+e%e,+...). (2.4.40) 
Функции с, и с, можно определить, подставив (2.4.40) в (2.4.35) 


и приравняв коэффициенты при # и =? в обеих частях. Проделав 
это, получим 


т 13 т 
а Sag aa В 
где М является корнем уравнения 
212 
[о +555] Me— A Мет =0. (2.4.42) 


Разложение (2.4.40) является особенным при t=CR’, поскольку 
в этой точке коэффициент при М? обращается в нуль. Можно 
показать, что в высшем приближении эта особенность услож- 
няется. Таким образом, первое из вышеприведенных разложений 
справедливо при т < CR’, второе—при т >> CR’; оба разложения 
нарушаются вблизи т = св”. Разложение, пригодное в окрестности 
этой особенности, построено в п. 4.1.6 с помощью метода сращи- 
вания асимптотических разложений. 
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2.4.4. Задача с точкой возврата 


В качестве последнего примера рассмотрим асимптотические 
разложения решений уравнения 


ИА? (1—х?) y =0 (2.4.43) 
при больших ^. В области |х|< 1 решения этого уравнения 


имеют колебательный характер, а при |x| > 1 — экспоненциаль- 
ный. Это обстоятельство наводит на мысль о разложении вида 


y =erolri №, (2.4.44) 
где 
ф = Фо (x) +4729, (x) +.... (2.4.45) 


Подставив это разложение в (2.4.43) и приравняв коэффици- 
енты при одинаковых степенях А, получим 


фе = — (1 —x?), (2.4.46) 
2059, + 97 =0. (2.4.47) 


Решениями этих уравнений являются функции 


x 


+7 ИТ ат при |x| < 1, 
i= (2.4.48) 


+§ Ут: —14т при |x|>1, 
= —5 In ©) - const. (2.4.49) 


Следовательно, 


y= асек) +0, sin (о Ева) 


(1—2) 1/4 
при |x| < 1 (2.4.50) 


x x aes x 

| 2 2 
ища ( А И =i ar) +b,exp(—af V3 =" | 
при |x| > 1, (2.4.51) 


где а; и 6, — постоянные. 

Разложения (2.4.50) и (2.4.51) называются приближениями 
Лиувилля — Грина или ВКБ-приближениями (п. 7.1.3). Эти раз- 
ложения имеют особенность при х == | и поэтому не являются 
равномерно пригодными. Точки x = 1 называются точками воз- 
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врата. Неравномерность в этом примере возникла вследствие 
того, что решения представлены в элементарных функциях, а 
именно в экспоненциальных и тригонометрических функциях. 
Из разложений видно, что при переходе через значения |х|=1 
характер решения меняется с колебательного на экспоненциаль- 
ный. Следовательно, для представления решений нужны функ- 
ции, имеющие аналогичное качественное поведение. Подходящими 
для этой цели являются функции Эйри (п. 7.3.1). 


2.5. Роль координатных систем 


При получении возмущения по параметру для некоторой ве- 
личины U(x; =) мы сначала выбираем независимую переменную, 
которая не обязательно совпадает с физической независимой пе- 
ременной xX, а является некоторой функцией § OT x и малого 
параметра =. Затем мы полагаем 


fo} 


= 26 п (в) Up [5 (х; =)] при e +0, (2.5.1) 


где б„ (2) —асимптотическая последовательность. Мы подставляем 
это разложение в рассматриваемые уравнения, полагая & фикси- 
рованным, проводим разложение при малом Е и затем прирав- 
ниваем нулю коэффициент при каждом 6б„. Таким образом, 


uy = lim lace | 
a e>0 бо (=) ’ 
{ фиксировано 
n=l 
u— У Sn (8) Um (6) oe) 
= li m=0 | 
“т о О 


& фиксировано 


Очевидно, что при заданной последовательности 6, величины им 
зависят от выбора C(x; =). 

При одном выборе & получаются неравномерные разложения, 
при другом —равномерные разложения. Например, положив в 
(2.1.1) = мы получили неравномерное разложение 


u(t; 2) =acost +еа*| — 3 tsin? +5 (cos 3f—cos ‘)| +0 (=?) (2.5.3) 


для уравнения Дюффинга (п. 2.1.1). Если бы мы выбрали C= 
=[1 + (3/8) ва?] {, то получили бы разложение 


u(t; =) =а cost + [cos 35 —cost] +-0 (Е*), (2.5.4) 
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которое является равномерно пригодным. Координаты типа C= 
== [1 + (3/8) ва*] 7, которые приводят к равномерным разложениям, 
называются оптимальными координатами (Каплун [1954]). 

В качестве второго примера рассмотрим модельную задачу о 
слабой нелинейной неустойчивости из п. 2.1.2. Равенство (2.1.18) 
задает следующее разложение: 


и==85С05 9,Ё coskx + 
9 : 
+ =3 Ext sin o,f cos kx+-wWienbl, ограниченные при ¢ >|. (2.5.5) 
1 
Это неравномерное разложение соответствует выбору & ={. Если 
бы мы выбрали 6 =o, [1 —(9/3201)] Е, то получили бы разложение 
и=8с056 с0$ kx + О (23), (2.5.6) 
равномерно пригодное при всех 2. Следовательно, в последнем 
случае &— оптимальная координата. 
В качестве третьего примера рассмотрим сверхзвуковое обте- 


кание тонкого крыла (п. 2.1.3). Равенство (2.1.36) задает сле- 
дующее разложение для осевой составляющей скорости: 


р Ty of 1 fy М (9 
ат a(S) 


4 BP 
ИЕ тт” | +0(e), (2.5.7) 


где Т =Т (х— Ви), y =eT (x) (форма крыла). 
Это разложение получено при фиксированных х и у. Считая 
фиксированными переменные 


E=y ux—By=t ВИ ЕТ" (©), (2.5.8) 


мы бы получили разложение 


Г’ М4 , и 
teal TP pet [ge (I-A REY) ттт" | +09, (2.5.9) 


которое является равномерно пригодным. Следовательно, (2.5.8) — 
оптимальные координаты. 

Следует отметить, что координата может оказаться оптималь- 
ной для точности порядка 0 (=), но не оптимальной для О (=?). 
Например, 


с= (1 + gear) 1 (2.5.10) 


является оптимальной координатой для уравнения Дюффинга при 
точности О(=), в то время как для высших порядков она 
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не является оптимальной. Однако 


с (1+ 54° — бета") 1 (2.5.11) 


является оптимальной для (2.1.1) при точности О (=). 

Поскольку большинство прямых разложений теории возмуще- 
ний (полученных при фиксированных физических координатах) 
является неравномерным, были развиты методы превращения этих 
разложений в равномерно пригодные. В методе координатных 
преобразований (гл. 3) некоторые из этих разложений приво- 
дятся к равномерно пригодному виду с помощью определения 
оптимальных координат как почти тождественных преобразований. 

В некоторых из рассмотренных задач, например в задаче 
(2.2.1) и (2.2.2), равномерно пригодное разложение (заданное 
соотношением (2.2.11)) имеет вид 


y =bexp(1—x)+(a—be) exp (x—Z) +0 (e). (2.5.12) 


Это разложение нельзя получить, считая фиксированным х или 
x/e. При фиксированном х мы бы получили разложение 


у=фехр (1—х)-- O(e), (2.5.13) 


которое нарушается в окрестности х==0, ибо, вообще говоря, 
у (0) =a~be. Зафиксировав, однако, х/е, мы бы пришли к раз- 
ложению 


у = be + (a—be) exp(—4), (2.5.14) 


неравномерная пригодность которого следует из соотношений 
y(1)=b-=4 be. Таким образом, решение представлено двумя раз- 
личными разложениями, использующими координаты (масштабы) 
хи x/e. Поскольку эти разложения являются различными асимп- 
тотическими представлениями одной и той же функции, они могут 
быть соотнесены друг другу с помощью так называемого прин- 
ципа сращивания (гл. 4). Из сказанного следует, что для полу- 
чения равномерно пригодных разложений можно сначала с помощью 
разных масштабов построить разные разложения, соотнести эти 
разложения с помощью принципа сращивания и затем объединить 
их. Это есть метод сращивания асимптотических разложений, опи- 
санных в гл. 4. 

Прежде чем получить, скажем, два разложения с помощью 
двух разных масштабов для представления решения задачи (2.2.1), 
мы фиксируем значения х и х/= либо значения некоторых функ- 
ций от них и затем выводим разложения. Это означает, что мы 
увеличиваем число независимых переменных до двух и преобра- 
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зовываем исходное обыкновенное дифференциальное уравнение 

в дифференциальное уравнение в частных производных. Данный 

метод представляет собой метод многих масштабов, описанный в гл. 6. 
В задачах теории колебаний, описываемых уравнением 


ии == (и, и), 
невозмущенное решение (решение при == 0) имеет вид 
u=acosg, ф=Ё- 6, (2.5.15) 
rye аи 9— постоянные. При #=5=0 решение все-таки может быть 
выражено в приведенной выше форме, если считать а и 6 изме- 
няющимися во времени. С помощью метода вариации произволь- 


ных постоянных (п. 5.1.1) можно получить следующие уравне- 
ния для аи ф: | 


ae —esin pf{acos@, —asing], (2.5.16) 
of —1— © cos gf [acos Ф, — asin]. (2.5.17) 


Для определения равномерно пригодного разложения решения 
этих уравнений вместо почти тождественного преобразования 
независимой переменной (как в методе координатных преобразо- 
ваний) мы можем ввести почти тождественное преобразование 
обеих зависимых переменных аи @. Это есть метод усреднения, 
описанный в гл. 5. 


Упражнения 


2.1. Для уравнения 
(x—l)(e—t)+e=0, г<!, 


определить трехчленное разложение решения, близкого к единице. Будет ли оно 
пригодным для всех значений т? 


2.2. Вычислить три члена в асимптотическом разложении решения задачи 
ey txy=—l, y(O)=1. 
Какова здесь область неравномерности? 


2.3. Задача о изоэнергетических цилиндрических ударных волнах может 
быть приведена к виду (Леви [1959]) 


awry fg (1—w?) —w (1 — Bw), 


где @ и В— постоянные. Для a<1 определить разложение g до второго по- 
рядка по & и рассмотреть вопрос о его равномерности, 
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2.4. Для малого в определить разложение первого порядка (двучленное) 
в задаче 


хх (+32), х (0) =а, x(0)=0. 
Является ли это разложение равномерно пригодным? 


2.5. Рассмотреть задачу 
(ив) у -у=0, у(=1. 


(а) Определить в этой задаче разложение второго порядка (трехчленное), 
предполагая, что < 1. 

(6) Какова область его неравномерности? 

(в) Показать, что точное решение задачи имеет вид 


(г) Разложить точное решение для малого в и сравнить с результатом 
п. (а). Можете ли вы сделать какой-либо вывод об источнике неравномерности? 


2.6. Найти при малом в разложение первого порядка (двучленное) для 
задачи 


1 
(хе) у—уу=1- 4,  y(I=l. 
Какова область его неравномерности? 
2.7. Определить разложение первого порядка для малого 8: 


(х-Е ву) y’+xy=be-*, у(П ет. 


Какова область его неравномерности? 


2.8. Определить двучленное разложение частного решения уравнения 
eu” (1—х?) и =: f (x). 


Какие условия нужно наложить на {, чтобы это разложение оказалось равно- 
мерным? 


2.9. Определить при большом А разложение вида 
у=ехр [Aq (x) { Фо (х)--...] 


для решения уравнения 
ху" Ну’ А2х (1 — 2) у=0. 


Где это разложение нарушается? 


2.10. Определить двучленное разложение для решения уравнения 


ии cos wt ==и?. 


Справедливо ли это разложение при всех значениях @? 
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2.11. Определить при малом = разложение второго порядка (трехчленное) 
для решения задачи 


и- (5-е cos Зи =0, 
и (0) =а, u(0)= 


Для каких значений § это разложение будет неравномерным? 


2.12. Показать, что аи первого порядка при малом WB задаче 


x(q) = РЕ, (0) =0, 


имеет вид 


V 2t = vain (2 eA -- И In ИЕ) some 2-4, 
1-Ух 


Какова область его неравномерности? 


2.13. Для каких значений а > 0 о 


и=а cost —-5 | (a2 4a) # cos +70 cos 3¢] +... 


является равномерно пригодным? Существует ли значение а > 0, при котором 
разложение 


ea’ / 1 : 
и=ас0з {---5- TZ Cos 3—3 sin é |+... 
равномерно пригодно? 


2.14. Положить во втором разложении упр. 2.13 Ё=(1-+ 0) 5 и разложить 
полученное выражение с точностью до О (=) при фиксированном $. Можно ли 
подобрать такое а, чтобы это разложение оказалось равномерно пригодным? 


2.15. Для уравнения 
и и-- виз =0 


ввести новую переменную 
= (1+3 ea? | $. 


В полученной задаче определить разложение первого порядка. Является ли 
оно равномерно пригодным? Можно ли высказать какое-либо суждение о роли 
независимых переменных в приведении разложений к равномерно пригодному 
виду? 


2.16. Рассмотреть задачу 


а 
5 (HS =A 5 (oh) 
p (0)=p (1) = 
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где А== (х)— заданная функция. Определить разложение для больших А. 
Обсудить неравномерность этого разложения. Опустить условие р (1) =1 и вы- 
числить два члена. 
2.17. Рассмотреть задачу 
4? : 
Feet sin E+B), 


as E+), 


r =BO=1(+)=8(F)=0, 


возникающую при изучении изгиба цилиндрических труб (Рейсснер и Вайнич- 
ке |1963]). Определить разложение с точностью O(a?) при малом & и обсудить 
вопрос о его равномерности. 


2.18. Задача о ламинарном течении в канале с равномерно пористыми стен- 
ками различной проницаемости может быть приведена к виду (Праудман { [960]; 
Террил и Шреста [1965]) 


РИА (ПР =с, 
[(0)=1, Г®= 
fQ)=l—a, Р()=0. 
Показать, что при малом @ справедливы соотношения 
f=1+a@A [2 (е-Кх-- Rx—1)—R (1—е-®) x2]-+ О (а), 
с=2аЮ?А (e-R — 1)-+0 (a2), 
и определить A. 


2.19. Определить разложение первого порядка в задаче 
ини -и=еи3, 8<«1, 
u(x, 0) =а с0$ Ех, uz (x, 0) =0, 
и обсуднть вопрос о его равномерности. 


2.20. Определить прямое разложение первого порядка при малом в в задаче 
Ut~—C7U yy = EU, 
u(x, =F (x)t+g (x), ue (x, O)=c а’ Г ©). 


Здесь f (x), & (х) — ограниченные функции x. Обсудить вопрос о его равномер- 
ности. 


ГЛАВА 3 


Метод растянутых координат 


Эта’ глава посвящена методике сведения приближенных реше- 
ний некоторых дифференциальных уравнений, описанных в пре- 
дыдущих главах, к равномерно пригодным. Эта методика осно- 
вана на введении почти тождественных преобразований незави- 
симых переменных и восходит к девятнадцатому столетию, когда 
астрономы, такие, как Линдштедт [ 1882], Бохлин [1889] и Гюль- 
ден [1893], разработали способ, позволявший избежать появления 
вековых членов в возмущенных решениях уравнений вида 


и-- 0 =} (и, и), e<l. 


В основе метода Линдштедта лежит идея, почерпнутая из 
следующего наблюдения: нелинейность изменяет частоту системы 
от значения ®,, отвечающего линейной системе, до © (2). Чтобы 
учесть это изменение частоты, Линдштедт ввел новую переменную 
t= Qt и разложил в и и по степеням в: 


и=и, (т) ви, (T) + ви, (T) + ..., 


® =® +2, =, |... . 


Затем он выбрал параметры w;, {> 1, так, чтобы предотвратить 
появление вековых членов. Пуанкаре [ 1892] доказал, что разло- 
жение, полученное Линдштедтом, является асимптотическим. 

Различные формы этого метода используются для получения 
приближенных решений задач физики и техники. Идея заклю- 
чается в том, чтобы найти параметр задачи, изменяющийся при 
возмущении (например, частота, волновое число, волновая ско- 
рость, собственное значение или энергетические уровни), и раз- 
ложить зависимые переменные вместе с этим параметром, скажем, 
по степеням интенсивности возмущений. Возмущения параметра 
выбирают так, чтобы получить равномерно пригодное разложение. 
Этот метод мы называем методом растянутых параметров. 

Эта идея лежит в основе метода Рэлея — Шредингера — метода 
получения приближенного стационарного решения уравнения 

редингера, при котором раскладывается не только волновая 
функция, но также и энергетический уровень (Шредингер [1926]. 
ту же идею применил Стокер [ 1957] при исследовании волн конеч- 
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ной амплитуды на воде, разложив функцию тока и волновую 
скорость по степеням коэффициента крутизны волн. 

Если разложение параметра интерпретировать как почти тожде- 
ственное преобразование, то метод Лайтхилла сведения прибли- 
женных решений к равномерно пригодным будет обобщением 
метода растянутых параметров. Идея метода Лайтхилла [1949а], 
[1961] заключается в следующем. Пусть разложение функции 
и(х, Х.,..., Ли; 8) MO степеням = неравномерно по одной из не- 
зависимых переменных, скажем, по x,. В этом случае мы будем 
раскладывать по степеням € не только функцию и, но также и 
независимую переменную X,, используя новую независимую пере- 
менную, т. е. 

М-1 
й = > ou, (s, Xo, Хз, +00 Xn) + О (e%), 


m= 0 


N 
X= S+ У e7E ($, Х, Хь,..., Xp) НО (eV +1). 
m=1 


Последнее разложение можно рассматривать как почти тождест- 
венное преобразование переменной х, к переменной $. Функции 
Ё„ называются растягивающими функциями и выбираются так, 
чтобы разложение для и было равномерно пригодным. Другими 
словами, должно выполняться условие и„/и„_, «со для всех pac- 
сматриваемых значений X,, или, что то же самое, высшие прибли- 
жения должны быть не более сингулярными, чем предыдущие. 
Заметим, что если &, =®„5 с постоянными ®„, то метод Лайт- 
хилла переходит в метод Линдштедта — Пуанкаре. Так как в ме- 
тоде Лайтхилла преобразуется координата, а не параметр, то 
этот метод назван методом растянутых координат. 

Для гиперболических уравнений метод Лайтхилла эквивален- 
тен разложению зависимых и независимых переменных по неко- 
торым или всем точным характеристикам уравнения (Уизэм [ 1952], 
[1953]; Линь [1954]; Фокс [1955]). 

Вместо того чтобы вводить преобразование в дифференциаль- 
ное уравнение, а затем выписывать разложение по новым пере- 
менным, Притуло [1962] предложил вводить преобразование 
в неоднородное прямое разложение. Преобразование затем может 
быть найдено непосредственно решением алгебраических, а не 
дифференциальных уравнений. Это является другой формой метода 
перенормировки (п. 7.4.2), введенного Рэлеем при анализе рас- 
сеяния. Panel получил разложение и=и. +еи, для рассеяния 
в тонком слое и затем представил разложение в форме u= 
==Иоехр (ви, /и,), чтобы сделать его верным для многих слоев. 

следующем параграфе дано описание метода растянутых 
параметров на примере нескольких физических задач. В § 3.2 
метод Лайтхилла применен сначала к обыкновенным дифферен- 
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циальным уравнениям, а затем к уравнениям в частных произ- 
водных. Далее следует описание метода линеаризации Темпла. 
Метод перенормировки рассмотрен в $ 3.4, в то время как огра- 
ничения метода растянутых координат обсуждены в § 3.5. 


3.1. Метод растянутых параметров 


Как следует из приведенного выше обсуждения, этот метод 
основан на наличии параметра задачи, зависящего от величины 
возмущений. В следующих параграфах показано, что этим пара- 
метром может быть частота в слабо нелинейной системе, энерге- 
тические уровни в задачах квантовой механики, характеристи- 
ческий показатель в нормальном решении линейной задачи 
с периодическими коэффициентами, волновое число или частота 
в колебаниях плазмы и волновая скорость или частота поверх- 
ностных волн конечной амплитуды. 


3.1.1. Метод Линдштедта — Пуанкаре 


Простые примеры из п. 1.1.2 и 2.1.1 показывают, что усечен- 
ные прямые разложения по степеням в уравнения вида 


ии =ef (и, и) (3.1.1) 


пригодны лишь для короткого интервала времени из-за наличия 
вековых членов. Сущность метода Линдштедта — Пуанкаре заклю- 
чается в том, чтобы предотвратить появление вековых членов 
введением новой переменной 


2 =5(1 ео, +e%o,-+...). (3.1.2) 
Тогда (3.1.1) примет вид 
(1 +eo, +e%o,-+...)7? ot + а == 
ef E (1+-eo, +e, +.. 7] (3.1.3) 
Положим в (3.1.3) 
И = > "ии. (3.1.4) 


Приравняв коэффициенты при равных степенях е, получим урав- 
нения для последовательного определения и„. Решения для и» 
не содержат вековых членов только при определенных значе- 
HHAX @,, 

Этот. ‘метод применялся для широкого круга физических и мате- 
матических задач. Например, Келлер [1968] модифицировал этот 
метод для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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Сочетание этого метода с методом Ритца—Галеркина часто исполь- 
зуется при исследовании динамической реакции упругого тела 
(например, Хан [1965]; Бауэр [1968]; Свит [1971]). Рассмотрим 
в качестве примера уравнение Дюффинга: 


d2 
Gr + и ви =0. (3.1.5) 
Применив преобразование (3.1.2), получим 
PL (Leo, eto, +... (ие) 0. (3.1.6) 


'Подставив (3.1.4) в (3.1.6) и приравняв коэффициенты при рав- 
ных степенях &, получим 


2 
и вил 
au, 8 

Jar +1 = — № — 20, Uy, (3.1.8) 
и 


+ и, = — Зи, — 20, (и, + из) —(@P +20.) и. (3.1.9) 


45? 


Общее решение уравнения (3.1.7) имеет вид 
и, =а с0$ ($ Ф), (3.1.10) 


где а и фр — постоянные интегрирования. Тогда (3.1.8) с уче- 
том (3.1.10) преобразуется к виду: | 


И и, = — 443 cos 3(s + @) — (+4 + 20, | acos(s+@). (3.1.11) 


Если использовать прямое возмущенное разложение, TO ©, =0 
и уравнение (3.1.11) перейдет в (2.1.7), частное решение которого 
содержит вековые члены. Чтобы избежать появления этих веко- 
вых членов, ©, выбирается так, чтобы коэффициент при со0$ (s+ ф) 
в правой части уравнения (3.1.11} исчез. Из этого условия опре- 
деляем ®,: 


и =— at. (3.1.12а) 


Тогда решением уравнения (3.1.11) будет 


и = za? cos 3 ($+ $). (3.1.126) 


Подставляя выражения для Uy, Uy и, в (3.1.9), получаем 


42 
а + uy = (755 at — 25, ) acos (5+9) +NST, (3.1.13) 
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где через NST обозначены слагаемые, не порождающие веко- 
вых членов. Вековые члены уничтожатся, если 


2! a, (3.1.14) 


Oa = 256 


Поэтому 


u = acos (wt +8) - 55 а° с0з3 (wt --6)-- 0 (=), — (3.1.15) 


где аи 9— постоянные ИЕ ВИА. и 
1 
Ве еле __^ 482 — 
=(1-4 Sate + Sh ate? +} an) = 


=14+gate— ate? + 0(e?). (3.1.16) 


8.1.2. Переходные кривые для уравнения Матьё 


В качестве второго примера найдем переходную кривую, раз- 
деляющую устойчивые и неустойчивые решения уравнения Матьё: 


u+(&+e cos 2t)u=0. (3.1.17) 


Это уравнение изучалось довольно интенсивно. Оно является 
частным случаем уравнения Хилла, которое в свою очередь 
является линейным дифференциальным уравнением с периодичес- 
кими коэффициентами. Аналогичные уравнения появляются во 
многих задачах прикладной математики, в частности в задачах 
об устойчивости поперечной колонны, подверженной периодичес- 
кой продольной нагрузке; об устойчивости периодических решений 
нелинейных консервативных систем; о распространении электро- 
магнитных волн в среде с периодической структурой; о движении 
Луны, а также в задачах о возбуждении некоторых электричес- 
ких систем. 

Качественную природу уравнения (3.1.17) можно описать, 
используя теорию Флоке (см., например, Коддингтон и Левинсон 
(1955, гл. 3]). Это уравнение имеет нормальное решение вида 


и=е"ф (1, = (3.1.18) 


где ф — периодическая функция ¢ с периодом л или 2л, у— дей- 
ствительное или комплексное число, зависящее от 6 и в. В теории 
Флоке показано, что переходная кривая в плоскости 6— в, раз- 
деляющая устойчивые и неустойчивые решения, соответствует 
периодическим решениям уравнения (3.1.17). Некоторые из этих 
кривых будут найдены ниже с помощью разложений 6 и и как 
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функций от e. Положим 
6 = 1? еб, | =26,-..., (3.1.19) 
u(t)=u,+eu,+e%u,+..., (3.1.20) 
где п— целое число или нуль, а отношение и„/и, ограничено для 
всех т. Последнее требование необходимо для того, чтобы (3.1.20) 
было равномерно пригодным асимптотическим разложением. 
Подставляя (3.1.19) и (3.1.20) в (3.1.17), раскладывая (3.1.17) 
в ряд по г и приравнивая коэффициенты при равных степенях в, 
получим 


Uy + nu, =0, (3.1.21) 
u, пи, = — (5, + cos 21) Uy, (3.1.22) 
U, + пи, = — (6, + с03 24) и, — бьшь. (3.1.23) 
Решение уравнения нулевого порядка имеет вид 
cos nt, 
ани | al РО (3.1.24) 


Найдем высшие приближения в случаях п=0, | Hn 2. 
Случай п=0 
В этом случае uy=1 и (3.1.22) примет вид 
u, = — 6, —с03 94. (3.1.25) 


Для того чтобы (3.1.20) было равномерно пригодным асимптоти- 
ческим разложением, 6, должно обратиться в нуль, поэтому 


Uy = cos 2t +e, (3.1.26) 
где с— постоянная. При известных uw, и и, уравнение (3.1.23) 
примет вид 


i, = — 6, 5 —с50$ 2t— cos At. (3.1.27) 


Для Toro чтобы отношение U,/U, было ограниченным, необходимо, 
чтобы 6, = —1/,, следовательно, 


6 = — Fe? +0 (е*). (3.1.28) 
Случай n= | 
В этом случае и, =с03{ или sint. Положим u,=cost, тогда 
(3.1.22) примет вид 


ши, =— (8, +7) cost — 560$ 34. (3.1.29) 


3.1. Метод растянутых параметров 73 


Для ограниченности отношения и./и, величина 6, должна быть 
равна 6, = —1/,, и поэтому 


и, = 16 603 34. (3.1.30) 


Уравнение (3.1.23) тогда примет вид 


a 1 1 
ии, = — (#8, cos ¢ + 55 COs 3t —55 cos 5. (3.1.31) 


Условие ограниченности отношения U,/U, приводит к равенству 
6, =—1!/5,, откуда получим 


1 1 
6=1— 8—5 0 (e?). (3.1.32) 


Если бы мы использовали в качестве нулевого приближения 
и, =3зШЬ, мы получили бы переходную кривую 


1-8 — 52° +0 (23). (3.1.33) 


Случай п -=2 
В этом случае и, =с0$ 2 или 3121. В первом случае урав- 
нение (3.1.22) предстанет в виде 


и, +4u, =—4— 6, cos 21 — 5 cos 44. (3.1.34) 


Поскольку отношение U,/U, должно быть ограниченным, 6, должно 
обратиться в нуль. Поэтому 


w=—¢t+y cos 44. (3.1.35) 
Подставляя выражения для и, и и, в (3.1.23), получаем 
lig + 4и, =— (8, —48 ) 0521 — 48 0364. (3.1.36) 
Из условия ограниченности и,/и, следует, что 6, ='/.:, поэтому 
6=44 де --0(ез). (3.1.37) 
Положив uy=sin 2, придем к равенству 


8 4— Fe? + O(e4). (3.1.38) 
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3.1.3. Характеристические показатели для уравнения 
Матьё (метод Уиттекера) 


В теории Флоке (cM., например, Коддингтон и Левинсон [1955], 
гл. 3) показано, что уравнение (3.1.17) имеет решение вида (3.1.18), 
где ф — периодическая функция с периодом л или Qn, ау— дей- 
ствительная или комплексная постоянная. После подстановки 
(3.1.18) в (3.1.17) и соответствующих преобразований получим 


ф-- 2ypp - (6-7 --вс032 ф =0. (3.1.39) 


Поскольку переходная кривая соответствует y=0, то вблизи нее 
можно получить приближение для ф (Уиттекер [1914]), введя 
следующие разложения для ф, 6 uy: 


P= Фо =ф, - =*ф.-+..., (3.1.40) 
б=0, + 26, + =26,-..., (3.1.41) 
} = #7: + #27, -+.... (3.1.42) 


Ниже будет получено решение в случае 6, = |. 
Подставив (3.1.40) — (3.1.42) в (3.1.39) и приравняв коэф- 
фициенты при равных степенях в, получим 


Фо + Фо =0, (3.1.43) 

91 +9, = — 2, — (8, + 60398 фи, (3.1.44) 

Pot G2 =— 29,$, — 2720 — (VF + 5,) ф— (6, + Cos 28 My. (3.1.45) 
Общее решение уравнения (3.1.43) имеет вид 


@,=acost+-bsinf, (3.1.46) 


rye аи 6 — постоянные. Таким образом, уравнение (3.1.44) пре- 
образуется к виду 


ф.-+ $. = [а (3-4) ь sint — | 25+ (5 +8, а cos #— 
— 5 ас0з 3t —55 sin 3¢. (3.1.47) 


Так как ф — периодическая функция, то слагаемые, которые по- 
` рождают вековые члены, должны исчезнуть, т. е. 


2а+ (5—8) —0, (3.1.48) 
(3 +6 )a+ 2nb =0. (3.1.49) 


Дяя существования нетривиального решения этой системы урав- 
нений относительно а и 6 необходимо, чтобы ее определитель 
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был равен нулю, т. е. 


1 1 
и=—+(#—+). (3.1.50) 
Далее 
А а. (3.1.51) 
,—= 


Решение уравнения (3.1.47), подчиненное условиям (3.1.48), 
(3.1.49), имеет вид 


ф = 152603 3 +156 sin 34. (3.1.52). 


Использовав полученные выше результаты, перепишем (3.1.45) 
в виде 


fe 1 . 
(.+9,= [ 2y.a—(8,-+¥8-+35)2| sint — 
— [ (5+7 +5) 2+2] cost-+NST. (3.1.53) 
Вековые члены исчезнут, если 
| 
аа — (+5) =0, (3.1.54) 


| р 
(++ а 2 =0. (3.1.55). 
Поскольку 6 и а связаны соотношением (3.1.51), то (3.1.54) 


и (3.1.55) могут быть одновременно удовлетворены тогда и только 
тогда, когда 


J 
7 =Ои 6,=— 71—55. (3.1.56) 
Поэтому для первого А имеем 
и <= ее 9 У 1-6} | (cos t +% — & COS 3t ) aa 
+ 2, ее: sin 3t ) | + O(2), (3.1.57) 


ins 


6= 1408, +702 (51—35) +05. (3.1.58) 


Обозначим 
9 = 60820, | (3.1.59) 
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тогда 


у, = 20, 6, = (cos 49 —2), 


sin 20 


в 
а cos 2—1 


=—cigo. (3.1.60) 
Следовательно, (3.1.57) и (3.1.58) примут вид 

и = де(1/4) (а 20) ef [sin (t—o)-+esin (310) | +0 (e2), (3.1.61) 

$=1+ 5200$ 20 456% (cos4a—2)+0(e%), (3.1.62) 


где а— постоянная. 


$.1.4. Устойчивость треугольных точек в эллиптической ограниченной задаче 
трех тел 


Рассмотрим систему четвертого порядка с периодическими 
коэффициентами, связанную с устойчивостью треугольных точек 
в эллиптической ограниченной задаче трех тел. Математически 
задача определяется системой уравнений 


ie dy! — x =; (3.1.63) 
y+ 2x’ — 4 = 0, (3.1.64) 

где штрихом обозначено дифференцирование по {и 
hy,» => [1-1 Зв]. (3.1.65) 


Уравнения (3.1.63) — (3.1.65) описывают движение частицы, линеа- 
ризованное около треугольных точек в ограниченной задаче трех 
тел. Здесь е— эксцентриситет орбиты двух масс, и —— отношение 
меньшей массы к сумме двух масс. В случае е=0 известно, что 


движение устойчиво при 0 < и < и = 0,03852 и неустойчиво при 


pop). Иначе говоря, ий определяет точку пересечения пере- 
ходной кривой, разделяющей устойчивые и неустойчивые движе- 


1) Этот результат справедлив лишь в линейном приближении. Анализ устой- 
чивости треугольных точек либрации в круговой ограниченной задаче трех 
тел, основанный на точных нелинейных уравнениях и использующий резуль- 
таты В. И. Арнольда [1963], был проведен в работах А. М. Леонтовича [1963], 
Депри [1962] и Депри— Бартоломе [1967] и A. I]. Маркеева [1968], [1969]. 
Окончательный результат состоит в том, что точки либрации устойчивы для 
всех 0 <и< р, кроме двух критических значений nj =0,0135160 и из = 
= 0,0242938, для которых они неустойчивы.— Прим. ред. 
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ния, с осью ц в плоскости и—е. Кроме того, как известно из 
теории Флоке, переходным кривым соответствуют периодические 
решения с периодами 2л и 4л. В интервале 0 < и < и период 2л 
соответствует и =0, а период 4л соответствует My = (1— 2) 2/3)/2. 
Через точку p= 0 проходит переходная кривая, совпадающая 
с осью е. Ниже мы приведем анализ, данный Найфэ и Кеме- 
лом [1970а], и определим переходную кривую, пересекающую 
ось й в точке Ly. 


Предположим 
X= de Beatty: (3.1.66) 
y= Leryn (1), (3.1.67) 
= Deru (3.1.68) 


Подставив (3.1.68) в (3.1.65) и разложив при малых е, получим 


в = Da, (Мо Hay s+ +) By) e%, (3.1.69) 
fy = 6, (Hos Bas ++ 0s Ми)", (3.1.70) 
где 
3 п 
a, 0 =(F (+a), > (1—r)| ‚ #-Ув, (3.171) 
г 
b= —a,=3Y ба. (3.1.72) 


Подставив затем (3.1.66)—(3.1.70) в (3.1.63) и (3.1.64) и при- 
равняв коэффициенты при равных степенях е, получим 


© 


хи = ‚ > (—1)* x,5, cos? f, (3.1.73) 
pues 

y+ 2x, = > (—1)'y,a, cost f. (3.1.74) 
sane eka 


Уравнения нулевого порядка допускают следующие периоди- 
ческие решения с периодом 4 п: 


X)»=COST, Y,=—asint, + (3.1.75) 
Xo=Sint, Yy=acost, (3.1.76) 
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где 
t=$, а (+4) =4(7—И33). (3.1.77) 


Существуют две переходные кривые, пересекающие ось ци при 
ц =и., соответствующие указанным двум независимым решениям. 
Взяв решение (3.1.75), мы получим следующую задачу для пер- 
вого приближения: 


x1 —2y, —b x, = (6, — 50s) cos t— +b, cos3t, (3.1.78) 
Yi 2x,—ayy, =—а (а, за, ) Sint + аа, sin Зт. (3.1.79) 


Члены, пропорциональные созт и SiN tT, приводят к появлению 
вековых членов в частном решении для xX, и и. Чтобы опреде- 
лить необходимые условия уничтожения вековых членов, рас- 
смотрим частное решение вида 


Xp=0, Yp,=csint. (3.1.80) 


Подставив (3.1.80) в (3.1.78) и (3.1.79) и приравняв коэффи- 
циенты при созт и шт, получим 


c=—(b,—$), c(atz)=a(a+#). (3.1.81) 


Условие обращения с в нуль приводит к равенству 


1 
у (4+4). (3.1.82) 
Так как 6; =—а,, TO 
by — aga? 
6: =5 ad © —0,1250. (3.1.83) 


Поэтому из (3.1.72) получаем 
и; А —0,05641. (3.1.84) 

Таким образом, переходная кривая с точностью до первого 
порядка имеет вид 

p =0,02859 —0,05641е- О (e?). (3.1.85) 
Если бы мы использовали решение (3.1.76) для задачи нулевого 
порядка, мы бы получили вторую ветвь 

и =0,02859 -- 0,0564 le +- O (e?). (3.1.86) 
Приведенное выше исследование можно непосредственно продол- 


жить до высших порядков. Оно было выполнено Найфэ и Кеме- 
лом [1970а] вплоть до четвертого порядка. 
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3.1.5. Характеристические показатели для треугольных точек 
в эллиптической ограниченной задаче трех тел 


Из теории Флоке известно, что уравнения (3.1.63) и (3.1.64) 
имеют нормальные решения вида 


х, уе" [6 (Р, $(Р], (3.1.87) 


где ф и ф— периодические функции с периодом 2п и 4n, yp— 
действительное или комплексное число. Подстановка (3.1.87) 
в (3.1.63) и (3.1.64) приводит к 


п ’ 7 2 hy Ze 

"+ 2yp’ —2y' + yp —2yp—j FE =0, = (3.1.88) 
wt c f A 

"+2 + 29 +p + yo — рее. (3.1.89) 


Переходная кривая соответствует y = 0, следовательно, вблизи этой 
переходной кривой y мало. Поэтому для того, чтобы получить 
разложения для ф и ф, пригодные вблизи переходной кривой, 
пересекающей ось в в точке Py, положим 


ф= Фьгеф, -..., (3.1.90) 
= фе, = ..., (3.1.91) 
у=еу. +..., (3.1.92) 
и =, + ей, + ere en (3.1.93) 


Подставляя (3.1.90) —(3.1.93) в (3.1.88), (3.1.89) и (3.1.65) и при- 
равнивая члены с равными степенями е, получим 


Нулевой порядок (e°) 
Фо — 2$, —бофь =0, (3.1.94) 
Yo + 2Po—Aotp = 0. (3.1.95) 
Первый порядок (e) 
Pi — 2, — 09, = — 2, Po + 27. $ Н.Ф. —Вофосозр, (3.1.96) 
Wi + 2$, — @ф, =—2y1Po— 271 Po Ра — Aptp cos f. (3.1.97) 
Общее решение уравнений (3.1.94) и (3.1.95) имеет вид 
g,=Acost+ Взшт, (3.1.98) 
фр, = “В cos t—a@A Sint. (3.1.99) 
Это решение определяет правые части уравнений (3.1.96) и 
(3.1.97), поэтому 
Pi —2y, —6ф, = Py, созт-- Q,, sin t— 
—+4,A cos3t—+b,Bsin3t, (3.1.100) 


bi + 29;—aotp, = P,, cost+ Q,, sin t— 
| > a,aB cos 3t + + aeAsin3t, (3.1.101) 
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где 
Ри =y, (2а—1) B+ (6, —®) A, 
Ра (2-2) Аа (а, —% В, 
Qu=— 11 (2а—П А+ (5,4%) В, 
Q.. =¥, (@—2) B—a (a, +3) A. 


Так как функции ф и P—NepHomMyeCKHe, то вековые члены 
в решениях для ф, и Py должны исчезнуть. Чтобы уничтожить 
эти вековые члены, положим 


g,=0, фр, =c,cost+c, sint. (3.1.102) 


Подставив (3.1.102) в (3.1.100) и (3.1.101) и приравняв коэффи- 
циенты при Sint и COST в обеих частях уравнений, получим 


= Qu Ри» (3.1.103) 
—(&+4)&=Рь —(a +7) t= Qu. 
Исключение с; и с, из (3.1.103) дает 
Pi4=0Q1,, Qu =— Ра. (3.1.104) 


После подстановки выражений для Р и О в (3.1.104) и перегруп- 
пировки членов получим 


В ай (,+%) | А— и (1 —4а-+ ая) В =0, (3.1.105) 
(14а ая) А+ [b+ $407 (a, -3)|в= —0. (31106) 
Для существования нетривиального решения системы уравнений 


(3.1.105), (3.1.106) относительно А и В ее определитель должен 
обратиться в нуль. Это условие приводит к равенству 


и. [oo — 5b +a" (4-54) [or +5 +а (a1 — 5 a) | 
DS  —  asag gia 
(3.1.107) 


Далее 
ы— ва (a1 +5 a») 
v1 (l —4a +4) 
Поэтому для первого приближения получим 
x,y = ее? [cos (3/— | —asin (> j—o)| +O(e). (3.1.109) 


=. = 90. (3.1.108) 
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Переходная кривая (3.1.85), (3.1.86) соответствует у, =0, а (3.1.75) 
и (3.1.76) можно получить из (3.1.109), положив 7, =0 и o =0 
или 1/2. 

Настоящий анализ можно непосредственно продолжить до 
более высоких порядков, несмотря на сложность алгебраических 
выкладок. Найфэ [1970а] получил разложение до второго порядка. 


3.1.6. Простая линейная задача на собственные значения 


Рассмотрим теперь задачу определения собственного значения 
А и собственной функции и, где 


u"+[A+ef(x)]u=0, f(x)=f(—x), (3.1.110) 
и (0) =u (1) =0 (3.1.11) 


и =— малый параметр. Если в =0, то собственные функции и 
собственные значения соответственно будут равны 


и, =У 2 зшилх, п=1, 2,3,..., (3.1: 19) 
А, = nem, (3.1.113) 


Вышеприведенные собственные функции ортонормированы, т. e. 
1 


их) и» (2) dv = 8 ans (3.1.114) 
0 


где б„„--символ Кронекера, определяемый следующим образом: 


5 0, msn, 
m=) | man. 


Для малых ненулевых & получим приближенное значение для 

u, и An, положив 
uy, =V2sin илх вии аи а...» (3.1.115) 
A, = И еле А... . (3.1.116) 


Подставляя (3.1.115) и (3.1.116) в (3.1.110) и (3.1.111) и при- 
равнивая коэффициенты при равных степенях в, получим 


Uny + nun, = | (х) Ито — Ан И но» 8 
.1.117 
Uny (0) = ии (1) =0, ) 
Uns Е ПИ. 25 | (х) Uny Maitnr = Anstnos 
i. (OV, (=O. (3.1.118) 


Здесь задача нулевого порядка тождественно удовлетворяется и 
Un, = И 2 зп плх. 
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Будем предполагать, что u,, может быть выражено в виде 
линейной комбинации собственных функций нулевого порядка 
99 Т.е. 


и: = > ат V 2sin max. (3.1.119) 


Это решение удовлетворяет граничным условиям для U,,. Под- 
ставляя (3.1.119) в (3.1.117), получаем 


wo 


> V 222 (n?—m?) а. Sin max =— И 2f (x) sinnax— 


m= 


—V2h,,sinanx. (3.1.120) 


Умножая (3.1.120) на У 2sinkax, интегрируя от 0 до 1 и исполь- 
зуя свойство ортонормированности (3.1.114) собственных функ- 
ций (3.1.112), получаем 


п (n° —R®) Gap — Fag — Ani Suns (3.1.121) 


rye 
1 
Fag=2§ f (x) sin плх sin лх dx. (3.1.122) 
0 


Если R=n, то левая часть (3.1.121) обратится в нуль. Следо- 
вательно, 
1 


А = — Fan =—2\ f (x) sin® илх dx. (3.1.123) 
0 
Однако при = п 
Fr 
Onn = — EGER: (3.1.124) 


Условие (3.1.123) эквивалентно уничтожению вековых членов. 
В этом случае функции u,, будут 


< Ев эс: Эс; 
и Е ate V2 sinknx+a,,V 2sinnnx. (3.1.195) 
zn 


Заметим, что а„„ еще не определены, но в окончательном реше- 
нии они определяются нормировкой и,. 
Переходя ко второму порядку, предположим, что 


Ung = p2| barV 2 sinrnx. (3.1.126) 


3.1. Метод растянутых параметров 83 


Подставляя выражения для Ung, Из: И И B (3.1.118), получаем 
д? >) (п? — г) И 26,, зтилх=— > an, V 2f (x) sin kax— 
r=l k=l 


— DD anphn, V2 sin Алх— Л.И Эзшплх. (3.1.127) 
k=1 


Умножая (3.1.127) на У 2 зп 5лх, интегрируя от 0 до | и исполь- 
зуя свойство ортонормированности (3.1.114), получаем 


л? (12—53) Dae tea 2 Ongl ps — OngsAni— AnaSns- (3.1 .128) 


Если s=n, TO левая часть (3.1.128) обращается в нуль, в то 
время как правая часть дает 
| a Fhe | 
^„з =— У, Onin = У, в: (3.1.129) 


ken RAN 


Если s=én, то (3.1.128) дает 


PrpP Qunk n не 
bns= У свя ня яна. @.1.130) 
kn 


Здесь В„„ также еще не определены, HO определятся при норми- 
ровке U,,. 
Для нормировки и, потребуем, чтобы 


1 
| (Uno вии + вина)? Ах = 1. (3.1.131) 
0 
Поскольку и„, нормирована, то 
1 
ион: ах =0, (3.1.132) 
0 
1 
| (Qutnotlne + из) ах =0. (3.1.133) 
0 


Условие (3.1.132) дает а„„=0, а условие (3.1.133) дает 


1 
5„-=—- У 4 (3.1.134) 


hen 
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ee 


Поэтому с точностью до as порядка имеем 


и, =V Qsinnnx—e р ОНТ et LA ЭзшАлх + 


FrasF $ Fant pn 5 _: 
— =? У ipo и Tay BT GP cord У 2sinknx — 
| $5 п 


1 Fp 3 

ат V2 sin sad +0 (2), (3.1.135) 
Frk 

па (n?— 


A= n'?n?*—eF,,,, +8? у 


keen 


Torey Ole’). — (3.1.136) 


Метод разложения, описанный в этом пункте, называется мето- 
дом Рэлея — Шредингера. Он был развит Шредингером [1926] для 
исследования стационарных решений уравнения Шредингера. За 
большей библиографией и более полным изложением мы отсылаем 
читателя к книге под редакцией Уилкокса [1966] и к статье 
Хиршфельдера [1969]. 


3.1.7. Квазилинейная задача на собственные значения 


Рассмотрим теперь задачу на собственные значения 
Ho +9 =eF ($) (3.1.137) 


при однородном граничном условии 
В ($) =0, (3.1.138) 


где Н — линейный, а Г— нелинейный операторы, действующие на 

ф. Мы ищем приближенное решение для малых € в виде 
ф=Фф,- 2$, -..., (3.1.139) 
А =А, ел, -.... (3.1.140) 


Подставляя (3.1.139) и (3.1.140) в (3.1.137) и (3.1.138) и при- 
равнивая коэффициенты при равных степенях &, получаем 


Hot №фь=0, В (Фо) =0, (3.1.141) 
НФ: + №, = — А.Ф. Р (Фо), B(G1) =0. (3.1.142) 


Необходимо различать два случая в зависимости от того, 
являются собственные значения задачи (3.1.141) различными или 
нет. Первый случай называется невырожденным, в то время как 
второй называется вырожденным, поскольку кратному собствен- 
ному значению соответствует более одной собственной функции. 
Оба случая излагаются ниже. 
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Невырожденный случай. Допустим, что задача (3.1.141) решена 
и ее решение дает собственные функции и„, соответствующие 
собственным значениям и„, п=1, 2, .... Предположим далее, 
что [1,7 Hn, если тэ п, и что собственные функции {и„} обра- 
зуют ортонормированное семейство, т. е. 


ини» ах = бити, (3.1.143) 
р 


где х— вектор, изображающий координаты, и— комплексно со- 
пряженная к и функция, а интегрирование ведется по всей рас- 
сматриваемой области D. Чтобы решить (3.1.142), мы, так же 
как и в двух предыдущих пунктах, разложим функцию @, по 
ортонормированному базису {u,}, т. е. 


G1 = У али. (3.1.144) 
т=1 


Таким образом, @, удовлетворяет краевому условию В (ф,) =0 
так как В(и„)=0 для всех т. Полагая g, =u, И =, И ПОД- 
ставляя (3.1.144) в (3.1.142), получаем 


> (и„— Им) ати т = — AU, +F (u,). (3.1.145) 


Умножая (3.1.145) на и., интегрируя по области ри используя 
условие ортонормированности, придем к равенству 


(м, — М.) a,=—h, 5,5 AF ngs (3.1.146) 
где 
Ен: = | F (Up) и, ах. (3.1.147) 
D 
Если п==$, (3.1.146) дает 
А, = Ёп. (3.1.148) 
Если п=&$, то 
Риз 
oi Пети: (3.1.149) 


Таким образом, 


< Faun 
ф: = > ит Нави, (3.1.150) 
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Коэффициенты а„„ можно положить равными нулю, если, так же 
как и в предыдущем пункте, предположить, что функция ф = 
= @o+ e,-+ О (=?) нормирована. Поэтому для первого порядка 
имеем 


а are tm + O (2), (3.1.151) 
A=U,+eF ag +O (2?). (3.1.152) 
Рассмотрим в качестве примера задачу 
пор = — =}, (3.1.153) 
ф (0) = @ (1) =0. (3.1.154) 
Здесь О — интервал [0, и 
и, =И 2sinnnx, p, ==, (3.1.155) 
Поскольку F (ф) = — Q? и и„==и», имеем 
Fi. =—4 {sin плх sin max dx = 


265: (3.1.156) 


1 

=| (sin Зилх — 3 sin nxx) sin тлх dx = 
0 

1 

9 би, в — 3 


Поэтому (3.1.151) и (3.1.152) принимают вид 


—=И 2sin пл ВУ sin Зилх-+ О (=?), — (3.1.157) 
А= nin? — 24-0 (е?). (3.1.158) 


Вырожденный случай. В этом случае пусть и„.ь=ь, для 
k=0, 1,2, ..., М. Тогда 


M 
Po= Dy Palla tns (3.1.159) 


Подставив выражения для Q, И Фь из (3.1.144) и (3.1.159) 
в (3.1.142) и положив A,=p,, Получим 


® M M 
> (и, — Вл) agky, = — Ay pa инь +F |2 Ба - (3.1.160) 
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Умножим (3.1.160) на и, и проинтегрируем по области О. Имеем 


М 
(ns) Og = — Py № 048s, newt Fs (Bos bry ...,6м), (3.1.161) 
где 
М — 
Я,=(Е Р бы и. dx, (3.1.162) 
р k=0 
если s=n-+tk, для R=0,1,2,..., М, то (3.1.161) даст 


Яра, в, ...,6м) 26, =0, #=0,1,2,..., М. (3.1.163) 


Соотношения (3.1.163) образуют систему из М + 1 однородных 
алгебраических уравнений относительно MM +1, неизвестных D,, 
и собственного значения A,. Если => п А, R=0,1,..., М, то 
а. = Fs бо On. Pm) | (3.1.164) 

Un— Us 


В качестве примера рассмотрим задачу 


ое бла tap aep 2, (3.1.165) 
ф (0) = 9" (0) = @ (1) = 9" (1) =0. (3.1. 166) 

В этом случае решение линеаризованной задачи имеет вид 
и, =И 2sinnax, p,=—n? (5—1?) a4. (3.1.167) 


Таким образом, и, =и, =4л*, и мы имеем дело с вырождением. 
Предположим, что функция, соответствующая собственному зна- 
чению р,, имеет вид 


©) = 2sinax 6, И 2sin 2лх. (3.1.168) 


Тогда 


а 
Е (Фо) т <P = 
=n[—6,b, зи xx+0§ sin 2nx+ 36,0, sin Зпх + 26} зт4лх]. (3.1.169) 


Следовательно, 
1 
F,=V 2 \ F (Фо) т злх dx = 
б 


==> ГИ 2л (— b,b,1, +0385, + 366,6, 2618,;]. (3.1.170) 
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При известном $, соотношения (3.1.163) примут вид 


—+ И ль, — Ab, =0, (3.1.171) 
+ И Эл — 6, =0, (3.1.172) 
а выражение (3.1.164) даст 
2 
a= pts a= у. (3.1.173) 
Поскольку в, #0, из (3.1.171) получим 
ИТ (3.1.174) 


Подставляя выражение для 6, в (3.1.172) и разрешая относи- 
тельно A,, получаем 


| 
hy Se arg ie (3.1.175) 
Следовательно, 
by = iby. (3.1.176) 
Поэтому 


ф=Ь И 25 лх + ib, V2 sin 2nx +e le V2 sin nx + 


ib? sin 3nx— эт 4nx|-+0(e%), (3.1.177) 


Tr 3 on 
=4= — 2). 
A=4 у elb, + O (=?) (3.1.178) 


а, И 2sin 2x + 


Постоянные a, и а, могут быть связаны с В, при нормировке ф.. 
Решения, соответствующие и„, п > 1, имеют вид 


g =V2sin nnx +e yaa sin ля +-O(e%), (3.1.179) 
A =n? (5—1?) m4 +0 (=?). (3.1.180) 


Следует отметить, что для реализации вышеизложенной про- 
цедуры должно существовать разложение функции F(@,) по соб- 
ственным функциям задачи нулевого порядка. Например, если 
в (3.1.165) положить ЁР(ф)=ф?, то попытка применить описан- 
ную процедуру потерпит неудачу. Действительно, в этом случае 


Е (Фо) = 5? + 63 +- 2b,b, cos 1x — 62 cos 20x — 
— 26.6, cos 3x — bi cos 4лх. (3.1.181) 


Откуда 9,=0 для всех $, и выражение (3.1.150) для ф, будет 
непригодным. 
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3.1.8. Квазнлинейное уравнение Клейна — Гордона 


В этом пункте мы рассмотрим задачу определения перноди- 
ческих распространяющихся волн конечной амплитуды для урав- 
нения 


ин би, + у?и = Виз. (3.1.182) 

Если пренебречь нелинейным членом Виз, то мы получим реше- 

ние в виде линейных распространяющихся периодических волн 

и =асо0$ (Ех — 61), ©? == 9? Е? + т’. (3.1.183) 

Фазовая скорость этих волн равна @/k и не зависит от ампли- 

туды. В нелинейной задаче фазовая скорость будет, вообще го- 
воря, функцией амплитуды. 

Для определения зависимости фазовой скорость, с от ампли- 
туды мы предположим, что 


и =и (0), 0—=х— с, 


тогда (3.1.182) примет вид 
(С? — а?) и’ + узи = Виз, (3.1.184) 


где штрих означает дифференцирование по 09. Предполагая, что 
амплитуда и мала, разложим и ис 


u=au,+a*u,+..., 
C=C,+a7%e,+.... 


Если бы мы включили в эти разложения члены ас, и а?и,, TO 
получили бы, что с, =0, а и, удовлетворяет тому же уравнению, 
что и u,. Поэтому и, не включено в разложение. 

Подставив (3.1.185) в (3.1.184) и приравняв коэффициенты 
при равных степенях а, получим 


(c? —a?) uj +y?u, =0, (3. 1.186) 
(c2—a?) us + y?u, = — 2¢,¢,u; + Виз. (3.1.187) 


(3.1. 185) 


Для уравнения (3.1.186) возьмем решение вида 
u,=cosk8, ci=a?+ узк-* (3.1.188) 


так, чтобы (3.1.185) совпадало с (3.1.183) с точностью до O(a). 
Тогда (3.1.187) примет вид 


(c§ —a?) из + узи, = (ось +3 в) coskO + +8 cos 3k0. (3.1.189) 


Вековые члены будут устранены, если с, = — 3B/8c,k?. Тогда 


из = — abet cos 3k8, 
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Поэтому 


и =aCOS 19—26 cos 3RO+..., 
у 
Е Зав (3.1.190) 

c= Vor tye [1 — бету] +... . 

Методика, использованная в этом пункте, была формализована 
Стокером [1957] для описания поверхностных волн в жидкости. 
Эта методика была использована при рассмотрении взаимодейст- 
вия капиллярных и гравитационных волн на воде бесконечной 
и конечной глубины Пирсоном и Файфом [1961] и Баракатом и 
Хаустоном [1968] соответственно. Она использовалась также Мэслоу 
и Келли [1970] при рассмотрении волн в течении Кельвина — 
Гельмгольца. 

Вместо того чтобы раскладывать фазовую скорость, можно 
было бы разложить волновое число и определить сдвиг волно- 
вого числа, или разложить частоту и определить сдвиг частоты. 
Разновидности этого метода применялись к целому ряду задач. 
Так, например, Малкус и Веронис [1958] рассматривали задачу 
конвекции Бенара. Педловский [1967] определил реакцию огра- 
ниченного океана на поверхностный ветер, осциллирующий вблизи 
одной из волновых частот Россби. Келлер и Тин [1966] и Мил- 
лман и Келлер [1969] получили периодическое решение для раз- 
личных систем, описываемых нелинейными уравнениями в част- 
ных производных; Келлер и Миллман [1969] рассматривали 
распространение нелинейных электромагнитных и акустических 
волн. Радзяппа [1970] исследовал нелинейную неустойчивость 
Рэлея —Тэйлора. 


3.2. Метод Лайтхилла 


Сущность метода Лайтхилла заключается в разложении не 
только зависимой переменной и(х,, х., ..., X,) #) MO степеням 
малого параметра &, но также и в разложении одной из неза- 
висимых переменных, скажем X,, по степеням г. Лайтхилл [19494], 
[1961] ввел новую независимую переменную и затем разложил 
иих, по степеням в с коэффициентами, зависящими от 5. Для 
первого приближения он предположил, что xX, и $ совпадают. 
Таким образом, Лайтхилл предположил следующие разложения 
для и их: | 


& 


= У ety ($, Xa, Xa, ++) Я), (3.2.1) 


m=0 


№ =$ + >>) 57 (5, Хз» Хз...) х„). (3.2.2) 
т= 
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Ясно, что прямое разложение (типа Пуанкаре) состоит только 
из (3.2.1), в котором $ заменено Ha х,. Поскольку это прямое 
разложение не является равномерно пригодным, Лайтхилл ввел 
(3.2.2) и выбрал Ё, (называемые растягивающими функциями) 
так, чтобы оба эти разложения стали равномерно пригодными; 
т.е. он выбрал §,, так, чтобы результирующее приближение было 
равномерно пригодным. В некоторых случаях это достигается, 
если потребовать, чтобы 


И т И Е т 


были ограниченными. (3.2.3) 
Чт-1 В т-1 


Другими словами, высшие приближения не должны быть более 
сингулярными, чем первое. 

Сравнивая (3.2.1) и (3.2.2) с (3.1.2) и (3.1.4), мы видим, что 
метод Лайтхилла является обобщением метода растянутых пара- 
метров. 

Го [1953], [1956] модифицировал этот метод, чтобы применить 
его к потоку вязкой жидкости. Поэтому Цянь Сюэ-сэнь [1956] 
назвал его методом ПЛГ, что значит метод Пуанкаре — Лайт- 
хилла — Го. 

Этот метод применялся к ряду задач, преимущественно к за- 
дачам о распространении волн в средах без дисперсии. Лайтхилл 
[19496] рассмотрел конические ударные волны в стационарном 
сверхзвуковом потоке. Уизэм [1952] определил картину ударных 
волн на осесимметричном снаряде в стационарном сверхзвуковом 
потоке, он же исследовал распространение сферических ударных 
волн в звездах [1953]. Легра [1951], [1953] и Ли и Шеппард 
[1966] применили этот метод к исследованию стационарного сверх- 
звукового обтекания тонкого крыла; Рао [1956] применил его 
к звуковым хлопкам!). Хольт и Шварц [1963], Сакураи [1965], 
Хольт [1967] и Акинсет и Ли [1969] исследовали эффекты при 
схлопывании сферической каверны; Джасмен [1968] рассмотрел 
схлопывание сферической каверны, наполненной газом. Сириньяно 
и Крокко [1964] проанализировали неустойчивость горения, обу- 
словяенную химической кинетикой. Сэведж и Хасегава [1967] 
изучили затухание импульсов в металлах, Сакураи [1968] рас- 
смотрел эффект импеданса плазмы в задаче обратного пинч-эф- 
фекта. Эйнауди [1969, 1970] применил тот же метод для описа- 
ния распространения акустических гравитационных волн. Левак 
[1969] и Завадский и Левак [1971] решили уравнение Власова. 
Эспедал [1971] использовал сочетание этого метода с методом 


1) В работе Ф. Л. Черноусько [1961] при помощи метода Пуанкаре — Лайт- 
хилла — Го было исследовано отражение от центра, оси или плоскости симмет- 
рии сходящихся ударных воли, распространяющихся в газе переменной плот- 
ности. — Прим. ред. 
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сращивания асимптотических разложений для определения эф- 
фекта ион-ионных столкновений в ионно-акустических импульсах 
в плазме. 

Асано и Таниути [1969, 1970] и Асано [1970] перенесли этот 
метод на распространение волн в слабо неоднородной среде без 
дисперсии. Мельник [1965] применил его к энтропийному слою 
в окрестности конически симметричного крыла. Мак-Интайр [1966] 
исследовал задачу оптимального управления с разрывными уп- 
равляющими функциями. Росс [1970] применил его к кинетике 
биохимических реакций при диффузии. 

Баруа [1954] проанализировал вторичные потоки, вызванные 
вращением в ненагреваемой трубе; Мортон [1959] изучил лами- 
нарную конвекцию в нагреваемой трубе; Моррис [1965] исследо- 
вал случай ламинарной конвекции в вертикальной трубе. Чан, 
Акинс и Банкофф [1966] проанализировали свободную конвекцию 
жидкого металла от однородно нагреваемой пластины. 

Крейн [1959] сделал асимптотическое разложение для погра- 
ничных слоев равномерно пригодным. Гольдбург и Чен [1961] 
обсуждали аномалии, возникающие при применении этого метода 
и параболических координат к исследованию пограничного слоя 
на задней кромке. Окендон [1966] исследовал точки отрыва 
в ньютоновской теории гиперзвукового потока. 

Поскольку метод Лайтхилла является обобщением метода 
растянутых параметров, то первый метод дает результаты, сов- 
падающие с результатами, полученными при использовании 
второго метода, всегда, когда последний может быть применен. 
Поэтому ниже рассматриваются задачи, которые не могут быть 
исследованы методом растянутых параметров. 


3.2.1. Дифференциальное уравнение первого порядка 


Первым примером, который исследовал Лайтхилл, было диф- 
ференциальное уравнение первого порядка 


(ху) Z+ag(xyy=r(x), 9) =>0, = (3.24) 


где g(x) и г(х) —регулярные функции при всех рассматривае- 
мых значениях х. Вазов [1955] нашел необходимые условия схо- 
димости разложений Лайтхилла для этой задачи. Ашер [1971] 
исследовал необходимые условия применимости этого метода 
к уравнениям вида 


У’ =f (x, у) ва (х, y)+.... 


Камсток [1968] показал, что метод Лайтхилла может привести 
к ошибочным разложениям (см. упр. 3.28) для уравнения 


(x" Ley) y’ пх"-1у = тх7-*, y(l)=a>1. 
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Бернсайд [1970] исследовал равномерность разложения, получен- 
ного растяжением переменной г-=х” вместо х. 

Ясно, что областью неравномерности является окрестность 
точки х==0. Для e=0 уравнение (3.2.4) имеет решение вида 


x x / 
у = Е {-12 a [о ( ao) exp (19) dt +e (3.2.5) 


Положим 4 (0) = 9, тогда 
ехр } 1) a = x90R (x), (3.2.6) 


где через R(x) обозначена функция, регулярная при х ==0. По- 
скольку r(x) регулярна при x =O, то 


y=R(x)+O(x-%) при x—O0, (3.2.7) 


кроме тех случаев, когда д,—целое отрицательное число. В этом 
случае 


у=В (х) + О (х-% шх) при x—-0. (3.2.8) 


Из равенств (3.2.7) и (3.2.8) мы видим, что для нулевого при- 
ближения решение уравнения (3.2.4) ограничено или неограни- 
чено в зависимости от того, имеет ли место g, < 0 или 9, 20. 
Чтобы продемонстрировать детали описываемого метода, мы при- 
меним его для частного случая gy =2. 

Для этого рассмотрим следующую задачу, исследованную 
Лайтхиллом [1949а] и Цянь Сюэ-сэнем [1956]: 


(х+ у) 4 и -+х)у= 0, y(l)= Aen}, (3.2.9) 


rye А— постоянная. Следуя Лайтхиллу, мы предположим, что 


© 


y= 2 =”, (5), (3.2.10) 
x=s+ x ex, ($). (3.2.11) 
Тогда 
р fo ХУ етим (s) 
Yas _ m=0 
= SS (3.2.12) 


ds lt Хм (8) 


Чтобы учесть граничное условие, необходимо определить значе- 
ние $, соответствующее х=1. Обозначим его через 5. Таким 
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образом, мы пришли к уравнению 
w@ 


s=1— У e*x,, (s). (3.2.13) 


т=| 


Разложим $ по степеням в 


~ 


s=1l+es,t+e%s,+..., (3.2.14) 


Подставив (3.2.14) в (3.2.13), разложив и приравняв коэффици- 
енты при равных степенях &, придем к равенству 


s = 1—ex, (1)—e? [x, (1)—х, (1) х, (1)]-+.... (3.2.15) 


Граничное условие теперь может быть записано в виде 


Ае`1 = у, (1) {= [и (1)— 5 (1) х, (J+... (3.2.16) 

ИЛИ 
у, (1) = Ае-з, (3.2.17) 
и (0 =15 (1) (1). (3.2.18) 


Подставив (3.2.10)—(3.2.12) в (3.2.9), разложив и приравняв 
коэффициенты при =’ и = к нулю, получим 


sy, +(2-+8) yo =0, (3.2.19) 
SY, + (2-3) и, = — (2+ $) YoX1— (Yo + Yo) 41 — YoYo. (3.2.20) 

Решение для у, имеет вид 
у, =4е` $573. . (3.2.21) 


Поэтому (3.2.20) преобразуется к виду 
а | eye 2 
= (#)=4 [-- ож а дез (2+1). 8.2.29) 


Если х, =0, то уравнение (3.2.22) приведется к уравнению для 
членов первого порядка в прямом разложении, где y, более син- 
гулярно при x =O, чем y,. Действительно, и, =0 (х-?), в то время 
как y,=O(x-*) при х—+0. Чтобы сделать это разложение рав- 
номерно пригодным, х, можно выбрать так, чтобы у, было не 
более сингулярно, чем Yy, обратив для этого в нуль правую часть 
уравнения (3.2.22). Однако Лайтхилл нашел, что равномерно 
пригодное разложение можно получить, выбрав xX, так, чтобы 
устранить главную особенность. Поэтому мы положим 


хм А. (3.2.23) 


или 
pio (3.2.24) 
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Тогда (3.2.22) примет вид | 
а 2А 2А = 1 2 
и = + Ае- (a+), (3.2.25) 
следовательно, 
1 
2 Ate=sg-4 ан 24|. (3.2.96) 
yy мя 353 352 Е E3 . oh 
Растягивающая функция х, может быть найдена из условия устра- 


нения главной особенности в у, и будет в этом случае иметь вид 


aes (3.2.27) 


^ = — тя: 


Поэтому 


$ 


ЕН f 2 1 2 1 |] Ге? 
аа. навар) ||+0($). 
| (3.2.28) 


где 


(3.2.29) 


cA 3e2 A? (5 ) 
Х = $ — $ 


352 105 58 


Самое грубое приближение, равномерно пригодное вблизи нуля, 
имеет вид 


у = Ae-ss~?, (3.2.30) 
где $ —корень уравнения 
А 
x=S—55, (3.2.31) 


который приближенно равен х, когда х>0 и e<1. Предпола- 
гается, что это разложение начинается при положительном зна- 
чении х, и требуется его продолжить в сторону уменьшения х 
через точку х=0. Для физических задач это продолжение пре- 
кратится, если до нуля найдется действительная точка ветвле- 
ния $ как функция от х. Точка ветвления дается условием 
dx/ds =0, что эквивалентно х--гу=0, а это является особен- 
ностью исходного уравнения (3.2.9). В этом случае точка ветвления 
дается выражением 5—^(—24=/3)", которое положительно тогда 
и только тогда, когда А < 0. Поэтому вышеприведенное разло- 
жение будет пригодным вплоть до нуля, если А > 0, и пригодно 
лишь до точки хА(3/2)(—2А=/3)''3, если А < 0. 
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Если A=1, To x =0 соответствует значению 
1/3 2/3 
=(3) +5(2 \" +0(). (3.2.32) 
Следовательно, при x =0 


и=(=)“- al уе +0 (1). (3.2.33) 


3.2.2. Одномерная задача о космическом корабле Земля — Луна 


Одномерная задача о космическом корабле Земля —Луна (см. 
п.2.4.2)1 изучена Найфэ [1965a] и приведена к уравнению: 


1 /ах\? _1—wp | ни 
x (3) = -, #0) =0, (3.2.34) 
Предположим, что 
t =f, (5) + pe, (5) + О (pH), (3.2.35) 
x=s+ux, ($) +0 (в). (3.2.36) 


Подставив (3.2.35) и (3.2.36) в (3.2.34) и приравняв коэффици- 
енты при равных степенях и, получим 


228, (0) =0, (3.2.37) 
1 1 1 | , 
паи 80-10). 6.238) 


Решение уравнения (3.2.37) имеет вид 
ИЗ, = Fs". (3.3.39) 


Если х, =0, то & =0 [п (1—%)) при x + 1. Особенность в & может 
быть устранена, если правая часть уравнения (3.2.38) обратится 
в нуль, т. е. 


x1 x. 1 
1 
— 34 


8 3 1-5 


=0, (3.2.40) 


Решение этого уравнения имеет вид 


1/3 
x, =—1 4-1 3-м In a 55. (3.2.41) 


Поэтому для первого приближения 
И! =< s**+ О(р), (3.2.42) 


4) См. примечание на стр. 54.— Прим. ред. 
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где $—корень уравнения 


x=s—u [р pow In it S| +0 (и?). (3.2.43) 


3.2.3. Твердый цилиндр, равномерно расширяющийся 
в неподвижном воздухе 


Рассмотрим далее решение задачи о цилиндрической ударной 
волне, вызванной цилиндрическим твердым телом, расширяющимся 
равномерно из нуля в невязком, нетеплопроводном и неподвиж- 
ном воздухе. Эта задача также была рассмотрена Лайтхиллом. 
Предположим, что радиальная скорость расширения равна £4), 
где а,--скорость звука в неподвижном воздухе и =—малый па- 
раметр. Скачок распространяется с постоянной скоростью Ма,, 
где М —число Маха для скачка. Поток между цилиндром и удар- 
ной волной —адиабатический и изэнтропический, следовательно, 
он может быть описан с помощью потенциала ф (г, #) (радиаль- 
ная скорость 9 =Ф,), о уравнению 


9 9 ap Op \? dp 
Cue ete ae + (5) or? (3.2.44) 


где а—местная скорость звука, связанная с а, уравнением Бер- 
нулли, т. е. 


ини) ]-% 24 


где у— отношение удельной теплоемкости газа при постоянном 
давлении к удельной теплоемкости при постоянном объеме. Газ 
предполагается совершенным с постоянными удельными тепло- 
емкостями. Потенциал ф должен удовлетворять трем граничным 
условиям. Первое граничное условие: скорость воздуха на по- 
верхности цилиндра равна скорости его расширения, т. е. 


ОР (eagt) ва. (3.2.46) 


Вторым граничным условием будет условие непрерывности потен- 
циала ф при переходе через ударную волну. Поскольку в покоя- 
щемся воздухе ф =O, то 


ф =(Ma,t) =0. (3.2.47) 


Третьим условием будет соотношение Рэнкина— Гюгонио между 
скоростью ударной волны и скоростью воздуха за ней: 


д 2a) (M2 —1 
+ (Ma a,t) = "ЕО - (3.2.48) 
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Поскольку задача не имеет характерного линейного размера, 
все характеристики потока являются функциями лишь OT г/а,ё. 
Положим 


ф= a2tf (x), nao. (3.2.49) 


Тогда задача примет вид 


[i— +t О-о Di (ZY + 


1 
2 
H{ts0—n[ef-1-4 }-5 29 


Граничные условия примут вид 


a (e) =e, (3.2.51) 
f(M)=9, (3.2.52) 

df M2—1 

3, (М) 2 eT (3.2.53) 


Поскольку имеются три граничных условия, наложенные на диф- 
ференциальное уравнение второго порядка, то должно существо- 
вать соотношение между М и e. 

Так как € мало, TO } мало, следовательно, члены нулевого 
порядка в прямом разложении являются решением линейной 
части уравнения (3.2.50). Она имеет вид 


ld 
ЕО (3.2.54) 
Используя приведенные граничные условия, найдем, что 
1 
в ГУ, Mal. (3.2.55) 
i 


Это приближенное решение не имеет физического смысла для 
х > 1, а число Маха распространяющейся ударной волны должно 
быть больше единицы. 

Чтобы получить пригодное разложение при x > | и опреде- 
лить, насколько М превышает единицу, представляется удобным 
преобразовать уравнение второго порядка (3.2.50) в два ypaB- 
нения первого порядка. Положим 


df _ | (3.2.56) 
ах 5’ 
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Предположим, что имеют место следующие разложения: 


f=ef,tefi,+..., (3.2.57) 
g=e'’g,teg,+..., (3.2.58) 
x =S+e7X, (s)+ ex, (S)+..., (3.2.59) 
M=1+e9M,+eM,+.... (3.2.60) 


Члены нулевого порядка определяются из уравнения (3.2.54) 
заменой х на $, т.е. 


8 = У =-— 1, 


: (3.2.61) 
р = \ бо (Е) dé. 
1 


Задача первого порядка имеет вид 

(1—8) g, +2 —(1—s?) во + [-- 28, + (7+ 03% —@—ПН 6 + 
+ £2(y—1) (sg>—fo)—82 =0, (3.2.62) 
fi = 21 + бои. (3.2.63) 


При $ + 1 имеем g, ~V2(1—s), В + —2V2(1—s)s, следова- 
тельно, (3.2.62) м ВИД 


= rie = НЕО ( (И1—8) при s +1. (3.2.64) 


Таким образом, g, не fa иметь особенности при $ =1, только 
если x, =0, и, следовательно, g,(1)=y+1. 
Чтобы определить M,, используем краевое условие на удар- 


ной волне. Если $ соответствует положению ударной волны х=М, 
то до порядка =? будем иметь 


s=l+e9M,+.... (3.2.65) 
Граничное условие (3.2.53) дает 
ва (1-Е = М...) +. =" 


Подставив выражение для g, из Е и приравняв коэффици- 
енты при e?, получим М, =0. Следовательно, 
= 1-е [М,—х, (1)] +.... (3.2.67) 
Далее (3.2.52) и (3.2.57) дают 
7 tly =, (3.2.68) 


e’M,+.... (3.2.66) 
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Уравнение второго порядка для д, дает 


2х, — (-- 1 = 
&: = — УЗИ +- О (1) при $ 1. (3.2.69) 

Для устранения особенности в g, положим 
х = (p+ 1. (3.2.70) 


Следовательно, $ = 1 - #1 [М,— (+ 1)*/2], и с точностью до чет- 
вертого порядка граничное условие (3.2.53) дает 


ИНОМ, + (y+ = SS. (3.2.71) 


Решение этого уравнения имеет вид M,=3(y+1)2/8. Следова- 
тельно, 


М=1+ 3 (1+1) +0(е°). (3.2.72) 


Пэнди [1968] исследовал случай цилиндра, равномерно рас- 
ширяющегося в неподвижной воде. 


3.2.4. Сверхзвуковое обтекание тонкого крыла 


В качестве четвертого примера применения метода Лайтхилла 
рассмотрим построение равномерно пригодного разложения в 
задаче о сверхзвуковом обтекании тонкого крыла, которая об- 
суждалась вп. 2.1.3. Прежде чем выписывать разложение, удобно 
преобразовать исходное уравнение второго порядка в систему 
двух уравнений первого порядка. Положим 


и=ф,, V=,. 
Тогда уравнения (2.1.19) — (2.1.21) примут вид 
9, — Ви, = M? [(у 1) uu, + (7—1) wo, + 20, + кубические члены], 


(3.2.73) 
Uy = Ux, (3.2.74) 

u+eTvy+ ... р 
etapa Pe НИ, (3.2.75) 
u(x, у) =и(х, у) =0 вверх по потоку. (3.2.76) 


Прямое разложение для этой задачи было найдено вп. 2.1.3, 
HO оно становится непригодным при у -+ oo. Поскольку ии\ 
обращаются в нуль вверх по потоку, равномерно пригодное раз- 
ложение может быть получено растягиванием исходящих харак- 
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теристик (т.е. х— Ву =const). Положим поэтому 


ии, (&, п) Нез, (&, п)... (3.2.77) 
v =ev, (E, п) +e, (E, n)+..., (3.2.78) 
rye 
x—By =E+e0,(E, 1) +86, (Е, n)+..., = (3.2.79) 
y=N. (3.2.80) 


Растягивающие функции G; можно определить, наложив yc- 
ловие, что разложения (3.2.77) и (3.2.78) должны быть равно- 
мерно пригодными для больших расстояний, т.е. и,/и, и V,/v, 
должны быть ограниченными. Показано, что это условие экви- 
валентно требованию, чтобы Ё было исходящей характеристикой 
нелинейных уравнений (Лайтхилл [1949а]; Уизэм [1952], [1953]; 
Линь [1954]; Фокс [1955]). 

Поскольку характеристики уравнения (2.1.19) определяются 
уравнением 


1—М? (*—ПЮфх-...1 (de)? + Мф, +... dx dy— 
— [В + М? (ПФ. ...] (dy)? =0, (3.2.81) 


уравнение для исходящих характеристик имеет вид 


Ta lecconet = © (3.2.82) 
где 
c= B+ [В (—фП-+-@- I) u—2Bo} +.... (3.2.83) 
Уравнение (3.2.82) может быть переписано в виде 
о. (3.2.84) 


Задача, таким образом, свелась к разложению зависимых пере- 
менных и и у, а также независимой переменной х как функций 
переменной ц=и/ и исходящей характеристики & по степеням в. 
Таким образом, (3.2.79) эквивалентно разложению 


х = Хо (5, 1) ах, (5, 1) - в*х, (5, п) +..., (3.2.85) 


где 
Xo =E+By u х;=0; для ipl. (3.2.86) 


Для устранения произвола в параметризации необходимо задать 
начальное условие для х. Это условие принимается в виде 


х(Е, 0) =Е. (3.2.87) 
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Это эквивалентно такому выбору G;, при котором они обраща- 
ются в нуль при у ==0. 

Чтобы перейти от независимых переменных хиукёит, 
заметим, что 


д д a] д 
эп = тд t чу = 5х ay 


Здесь были учтены равенства (3.2.80) и (3.2.84). Следовательно, 


д 1д д 0 сд , 
anes: ду On x (3.2.88) 
Подставляя (3.2.77), (3.2.78) и (3.2.85) в (3.2.73) —(3.2.76), 
(3.2.83), (3.2.84) и (3.2.87), используя (3.2.88) и приравнивая 
коэффициенты при равных степенях &, получаем 
порядок & 


ХоИ1и — (Buy: + Ви =) =0, (3.2.89) 

Хой (Bug +018) =0, (3.2.90) 

о, (Е, 0) =7" (8), (3.2.91) 

хинов (B2(QQ—D+(y + ] 44 —2B0,}, (8.2.92) 
x, (Е, 0) =0. (3.2.93) 


Решение уравнений (3.2.89) — (3.2.91), которое обращается в нуль 
вверх по потоку, имеет вид 


и, =Т’ (Е), u,=— В-1Т" (8), (3.2.94) 


что совпадает с линеаризованным решением. Таким образом, (3.2.92) 
примет вид 


Хы = — > М* (7+1) В-Т" (). (3.2.95) 
Решение этого уравнения, подчиненное условию (3.2.93), имеет вид 


x, = — > М (+ 1 Bo 7" (8). (3.2.96) 


Поэтому первый порядок равномерно пригодного разложения 
дается первыми членами в (3.2.77) и (3.2.78), где 
х— Ви=Е—уеМ (y+ 1 Bo 2yT" (8) -+0(8°) (3.2.97) 


в соответствии с (3.2.85), (3.2.86) и (3.2.96). Это решение пока- 
зывает, что равномерно пригодное разложение первого порядка 
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—— 


для гиперболических систем уравнений есть просто линеаризо- 
ванное решение, в котором линеаризованные характеристики за- 
менены на характеристики, вычисленные при включении нели- 
нейных членов первого порядка. 

Тем же путем можно построить высшие приближения. Ли и 
Шеппард [1966] получили второе приближение. 

В общей задаче потенциал скоростей ф не обращается в нуль 
вверх по потоку. В этом случае равномерно пригодное разложе- 
ние можно получить разложением зависимой и обеих независи- 
мых переменных х иу как функций & и обеих характеристик 
нелинейного уравнения Ё и \. Таким образом мы увеличим 
систему уравнений (3.2.83), (3.2.84) добавлением уравнений, опи- 
сывающих приходящие характеристики 1, и включением разло- 
жения для у, аналогичного (3.2.85). Ниже такая процедура 
будет показана на примере более общей системы гиперболических 
уравнений. 


3.2.5. Разложения с использованием точных характеристик: 
нелинейные упругие волны 


Для рассмотренных выше гиперболических дифференциальных 
уравнений равномерно пригодное разложение было получено растя- 
жением одной из характеристик линеаризованного уравнения. 
Результирующая растянутая координата была лучшим прибли- 
жением к точной характеристике. Линь [1954] и Фокс [1955] 
обобщили метод Лайтхилла для задач с гиперболическими диф- 
ференциальными уравнениями с двумя независимыми перемен- 
ными, выбрав характеристические параметры в качестве незави- 
симых переменных. Эта процедура сводится к растяжению двух 
семейств характеристик. Таким образом они смогли рассмотреть 
общие волны в потоке жидкости, в котором исходящие и прихо- 
дящие волны взаимодействуют. 

Верхаген и Ван Вейнгарден [1965] применили этот метод к за- 
даче о гидравлическом прыжке. Гиро [1965], Осватич [1965] и 
Циреп и Гейнатц [1965] применили его к газодинамическим вол- 
нам конечной амплитуды. Гретлер [1968] разработал косвенный 
метод расчета течения при плоском обтекании крыла, а Ван Вейн- 
гарден [1968] проанализировал колебания в открытой трубе, 
близкие к резонансу. Чу и Йин [19631, Рем [1968] и Гендерсен 
[1967] рассмотрели термически возбуждаемые нелинейные одно- 
мерные колебания проводящей жидкости. Чу [1963] и Мортелл 
[1971] изучили автоколебания в трубе. Лик [1969] проанализи- 
ровал распространение волн в изэнтропических, химически реа- 
гирующих сжимаемых жидкостях, а Лессер [1970] изучил рас- 
пространение волн в неоднородной среде. Паркер и Варлей [1968] 
рассматривали нелинейное взаимодействие волн растяжения и 


104 Гл. 8. Метод растянутых координат 


изгиба в упругих мембранах и струнах. Мортелл и Варлей [1971] 
исследовали нелинейные свободные колебания упругой панели. 
Ричмонд и Моррисон [1968] применили этот метод к осесиммет- 
ричной задаче пластичности. Девисон [1968] получил разложение 
до второго порядка для нелинейных упругих волн в изотропной 
среде с использованием характеристик в качестве независимых 
переменных. Сейчас мы продемонстрируем этот метод на примере 
определения первого приближения для нелинейных упругих волн 
в анизотропной среде. 

Пусть и и о— перемещения вдоль направлений х и у. Тогда 


Puy, =O, (3.2.98) 
(Uy = т,» (3.2.99) 


где р— плотность материала. Положим P=u,, Q =v, и предпо- 
ложим, что напряжения о и т являются полиномами от Ри О, 
такими, что 


Op—A+2u, бо —0, 
тр—+0, Tg 


(3.2.100) 


при Ри О --0. Здесь A и и——коэффициенты Ламэ в линейной 
теории упругости. Таким образом, 


SBP +5 Р: + а.РО + а,0°+..., (3.2.101 
= = 010 +5 b,PP+b,PQ +56, 0*+..., (3.2.102) 

где 
gat, ant. (3.2.103) 


Здесь с, и с, —скорости распространения продольных и попереч- 
ных волн. Полагая 


Ю=и; и $=9, (3.2.104) 
и подставляя (3.2.101) и (3.2.102) в (7.2.98) и (3.2.99), получаем 
R,—c5P, =@аР,-ВО,-+..., (3.2.105) 
S+—6Q, = VP, tOQ. +... , (3.2.106) 

где 
а=аР- а,9, В==а,Р | а.О, (3.2.107) 
y=6b,P+6,Q, 6=ЬР-ЕЬ,О. (3.2.108) 


Поскольку Р=и, и Q = vy, то (3.2.104) дает 
Pr=R,, Q=Sy. (3.2.109) 


3.2. Метод Лайтхилла 105 


Заметим, что мы представили систему двух дифференциальных 
уравнений второго порядка (3.2.98), (3.2.99) как систему четы- 
рех дифференциальных уравнений первого порядка, которая 
является более удобной для применения метода растянутых 
координат. 

Для окончательной формулировки задачи необходимо устано- 
вить начальные условия. Мы рассмотрим случай, исследованный 
Девисоном [1968]. В этом случае в начальный момент времени 
материал, занимающий полупространство x >0, покоится и на- 
ходится в ненапряженном состоянии, а возмущение возникает 
в точке х=0; т. е. 


Р (0, 2} =еф (1, Q(0,t)=ep(t) при 20, (3.2.110) 
P(¢,0)=Q (4; 0) = R(x, 0) =S (, 0)—0 при x 0, ae 
p(t) =p (t)=0 при ¢<0, (3.2.111) 


где фи ф— известные функции, a =—малая, но конечная без- 
размерная величина. Условие (3.2.111) означает, что вдоль при- 
ходящих характеристик Р и О обращаются в нуль. Чтобы по- 
лучить равномерно пригодное разложение для этой задачи, мы 
разложим зависимые и независимые переменные как функции 
OT € и параметров исходящих характеристик € и т, т. е. 


Р=Е;Р, (&, 4) + =?Р, (+ ..., (3.2.112) 
9—е0, (Е, ее, (Ent... (3.2.113) 
В =еА, (ЕЁ, n) -е*В, (Е, п)-+..., (3.2.114) 
$ =25, (5, 1) + =?5, (Е, п) | ..., (3.2.115) 
x=, (8, 1) + ах, (ЕЁ, 1) + 22, (8, м)... , (3.2.116) 
= (Е, м) Е ей (Е, n)+ert, (8, 1) .... (3.2.117) 


Для членов первого порядка в разложениях Р и О харак- 
теристические волновые скорости могут быть определены из соот- 
ношений (3.2.105), (3.2.106) и (3.2.109) и определяются равенством 


cat (+=), = (& +=). (3.2.118) 


Таким образом, с точностью до O(P, 9) исходящие характери- 
стики определяются из 


Xy = Cybn, (3.2. 119) 
tp = Catt, (3.2. 120) 
где с, и с, — положительные скорости, определяемые соотноше- 


ниями (3.2.118). Чтобы зафиксировать параметризацию, необхо- 
димо поставить начальные условия для хи Ё. Выберем эти усло- 
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вия в виде 


х (5, =0и 2(5, 5) =€. (3.2.121) 


Начальные условия (3.2.110), выраженные через новые незави- 
симые переменные, примут вид 
P(E, E)=e9 (8), О (Е, =еф(), 8.2.122) 
Р (0, 1) =@ (5, 0) =К (0, 1) =5 (5, 0) =0 


При переходе от независимых переменных хи Ёк & ит за- 


метим, что 
9 дд aa at fa 9 
Е НЕ 9 -=(и+о а), 2 
- co : (3.2.123) 
malate) 
Следовательно, 
И, Casares, 
0 —e te Foy)’ (3.2.124) 


Подставляя (3.2.112) — (3.2.117) в (3.2.105), (3.2.106), (3.2.109) 
и (3.2.118) —(3.2.122), используя (3.2.124) и приравнивая коэф- 
фициенты при равных степенях в, получим 


порядок &° 


Хот —Сит =0, (3.2.125) 
Хо — Cyl gg =O, (3.2.126) 
%o(&, 8) =0, fo(E, В =&, (3.2.127) 


порядок Е 
— bon (СР: + Ryde + bog (CpPi + Ки =0, (3.2.128) 
on (cpQ, + Sie bot (с, ©, -- 1) =0, (3.2.129) 
— bon (CpRy + C5P3)e + В (С, К, + Ри =0, (3.2.130) 
— ton (6,8; +65Q, т. НВ: (с, 5-0), =0, (3.2.13 ) 


(x, о) = p (Q,P, + а, 1) от, (3.2.132) 
(ее) CF" Ь,Р, +650) вв (3.2. 133) 
x) (Е, В =t, (Е, 8) =0 ’ (3.2. 134) 


P,(0, n) = ©, (5, 0) =К, (0, 0) = Sy (5, 0) = 0. 
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Решение задачи (3.2.125) —(3.2.127) имеет вид 
as (Е—1) р __ Срё ~ Con 


о - 07 


(3.2.136) 


Cp—os Cpe 


и является просто линеаризованными характеристиками 


Подставив выражение для t, из (3.2.136) в уравнения (3.2.128) — 
(3.2.131) и решив полученные уравнения при условиях (3.2.135), 
получим 


Р, (Е, 1) =Ф(Е), Qi (8, п) =H(n), 
R, (Е, 1) = — CoP (Е), 51 (ey n) =—C,"p (n), (3.2. 137) 


что является просто решением линеаризованной задачи без MHO- 
жителя в. Подставив это решение в (3.2.132) и (3.2.133), получим 


(X;—Cyb1)y = Га, Ф (Е) + Гар (71), Г 
(x, — с. 1): = Г.в, (Е) + Г.в (и), (3.2.138) 


где Сы Г.) = — (1/2) (с,—с,)- 1 (с,/с,, —с,»/с;). Решение уравне- 
ний (3.2.138), подчиненное условию (3.2.134), имеет вид 


Ц 
x,—Cyt, = Га, (n—&) o (® Е Га, ($ (0) df, 
Е (3.2.139) 


Же, = Г.В, § @ (6) do + Г.В, (E—n) $ (n). 
т 


Поэтому равномерно пригодное разложение первого порядка 
имеет вид 


Р==ф (5) -О (=*), К = — ec, (E) +0 (e*), 
О =erp(n) +0 (e?), Seo (1) 209), (3.2.140) 


где Е и \ определяются из равенств 


т} 
x—Cpt=—c,§+el, a (n—§&) @ (Е) Ча, ($ (5) at |+-0(€%), 
| = (3.2.141) 


| § 
x—Ct=—cent+el, ol (6) do +b, (§—n) +00 
n : 
Как и в описанной в предыдущем разделе задаче о сверхзвуко- 


BOM обтекании тонкого крыла, равномерно пригодное разложение 
до первого порядка есть просто линеаризованное решение, в ко- 
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тором линеаризованные характеристики заменены характеристи- 
ками, вычисленными с использованием нелинейных членов пер- 
вого порядка. 

Решение может быть непосредственно продолжено до высших 
порядков. В изотропном случае решение до второго порядка 
получили Девисон [1968] и Наир и Неммат-Нассер [1971] для 
однородных и неоднородных материалов соответственно. 


3.3. Метод Темпла 


Чтобы определить равномерно пригодное разложение для задачи 


Fe =F (x, и, €), W (9) и, (3.3.1) 


Темпл [1958], подобно Tomy, как это делал Лайтхилл, ввел новую 
независимую переменную $ и предположил, что 


и = и ($, #), x=x(s, 8). (3.3.2) 

Лайтхилл предполагал, что 
и= и, ($) + eu, ($) - &?и. ($)... , (3.3.3) 
х=$- ex, ($) | в2х, ($)... , (3.3.4) 


и выбирал х; так, чтобы оба эти разложения были равномерно 

пригодными. Темпл же заменил исходное уравнение двумя экви- 

валентными уравнениями 
du 


a U (x, и, S, 5), 


& — X (x, и, 5, 2), (3.3.5) 
такими, чтобы И и Х были регулярными по в. Затем он нашел 
прямое возмущенное разложение для и и х. Таким образом, ме- 
тод Темпла систематическим образом определяет х;. Аналогичный 
подход использовали Уизэм, Лайтхилл, Фокс, Линь и Девисон. 
Он обсуждался ранее в случае гиперболических уравнений, где 
построение равномерно пригодных разложений достигалось раз- 
ложением по одному или нескольким параметрам характеристик. 
В качестве примера рассмотрим задачу 


(х-нву) 24 (2+x)y=0, y(l)=e% (3.3.6) 


Этот пример обсуждался Темплом. Он является частным случаем 
звдачи (3.2.9). Темпл заменил вышеприведенное уравнение на 


а 
ЧЕ =х-Ееу, 5 =— (2+4) у. (3.3.7) 
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Эти уравнения аналитичны по € и обладают следующими разло- 
жениями: 


$ 


y=s-*e-S l—e( p (tae +0 (e), (3.3.8) 
1 
x =8(1-+e@ (s)} +0 (e*), (3.3.9) 
rye 
ф (s) = \ 5—4е7-° ds, (3.3.10) 


i 
При $—+0 имеем 


х=8— 35-2 --0 (2*5-*), (3.3.11) 
у — es-* +. 0 (е?5-°). (3.3.12) 


Следовательно, при х=0 


,=(;)“ +-0 (e718), (3.3.13) 


что согласуется с выражением (3.2.33), полученным методом 
Лайтхилла. 


3.4. Метод перенормировки 


Притуло [1962] показал, что для определения равномерно 
пригодного возмущенного разложения для данной задачи нет 
необходимости вводить в дифференциальные уравнения преобра- 
зование (3.2.2) и затем определять &,. Вместо этого можно вы- 
писать прямое разложение, выраженное через исходные пере- 
менные, и лишь затем ввести преобразование (3.2.2) в полученное 
прямое разложение. Чтобы сделать это разложение равномерно 
пригодным, мы наложим условие Лайтхилла, требующее, чтобы 
особенность не увеличивалась с ростом порядка приближения. 
Таким образом, для определения &, мы получим не дифферен- 
циальные, а алгебраические уравнения, что упрощает всю про- 
цедуру. Однако Притуло предполагал, что коэффициенты ряда 
(3.2.1), за исключением, быть может, лишь Uy, удовлетворяют 
линейным уравнениям, и утверждал, что при этом условии метод 
становится эффективным. Этот метод был вновь открыт Аше- 
ром [1968]. 

Метод, предложенный Притуло, примыкает к методу, описан- 
ному в п. 7.4.2, который впервые был применен в работе Рэлея 
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по рассеянию. Определив рассеяние в тонком слое, он придал 
ему вид экспоненты, чтобы сделать его пригодным для многих 
слоев. 

Мы применим этот метод к некоторым примерам, рассмот- 
ренным ранее в этой книге, и сделаем полученные выше разло- 
жения равномерно пригодными. 


3.4.1. Уравнение Дюффинга 


Задача, которая будет сейчас рассмотрена, была сформули- 
рована в п. 2.1.1, там же было построено прямое разложение, 
имеющее вид 


=acost-+ ea’ |-s tsint 4-35 (Cos 31 —cost) +0 (e*)| . (3.41) 


Равномерно пригодное разложение было получено в п. 3.1.1 
с помощью метода Линдштедта — Пуанкаре. 

Чтобы сделать разложение (3.4.1) равномерно пригодным, 
введем преобразование (3.1.2) в этот ряд. Разложив и собрав 
коэффициенты при равных степенях &, получим 


и = aACOSS—Eé Ja(o, as а? $ sin s— 55.4 (cos 3s —cos 5) | +0 (в). 


8 
(3.4.2) 
Вековые члены исчезнут, если 
= — 342. (3.4.3) 
Поэтому равномерно пригодное разложение имеет вид 
= 0605$ -- ay ea (cos 35 —cos 5) + O (=?), (3.4.4) 
где 
3 
= (1—3 ва? | 40 (e2), (3.4.5) 


что соответствует соотношениям (3.1.15) и (3.1.16), полученным 
при использовании метода Линдштедта — Пуанкаре. 


3.4.2. Модель слабо нелинейной неустойчивости 


В качестве второго примера сделаем равномерно пригодным 
следующее прямое разложение: 


9 : 
u==&C0S0,t coskx -+ €3 (ве: $ш 0,Ё с03 Ех + члены, ограниченные 
1 


при too ), (3.4.6) 


полученное в п. 2.1.2 для модельной задачи (2.1.10), (2.1.11). 
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Положим 
t=s(l+e%o,+...). (3.4.7) 


Подставив это выражение в (3.4.6) и разложив при малых в, 
получим 


и ==сС0$ 015 COS Ех + 83 [( —0, 04) S sin 015 cos kx +- члены, 


9 
320; 
ограниченные при b= NS : 


Вековые члены уничтожатся, если Ws =9/3201. Поэтому равно- 
мерно пригодное разложение имеет вид 


И ==8 0$ ot cos АХ -- О (23), (3.4.8) 


где 
с=И—1 E т! +0 (з). (3.4.9) 


Если k > 1, то о— действительное число, и разложение (3.4.8) 
пригодно до времен порядка О (=-?). В этом случае оно имеет 
вид стоячих волн с частотой, зависящей от амплитуды. Однако 
если Е <1, то о—мнимое число, и (3.4.8) имеет вид растущих 
волн. Поскольку через короткий промежуток времени функция 


ch 30t, где о — действительное число, будет преобладать над ch ot, 
то разложение (3.4.8) будет пригодным лишь для коротких про- 
межутков времени. Из равенства (3.4.9) следует, что с — со при 
k—1, и если R—1=O(e?), то второй член в правой части (3.4.9) 
имеет тот же порядок, что и первый. Поэтому, хотя это разло- 
жение пригодно для широкого диапазона значений А, пригод- 
ность нарушается, как только & — | =O(e?). В п. 3.5.1 показано, 
что применение метода растянутых параметров к построению 
разложения вблизи Е ==| приводит к ошибочным результатам. 
Разложение, пригодное вблизи А =1, получено с использованием 
метода кратных масштабов в п. 6.2.8. 


3.4.3. Сверхзвуковое обтекание тонкого крыла 


В качестве третьего примера применения метода перенорми- 
ровки сделаем равномерно пригодным прямое разложение для 
продольной компоненты скорости, полученное вп. 2.1.3 в случае 
сверхзвукового потока, обтекающего тонкое крыло. Согласно 
(2.1.36), прямое ое имеет вид 


T’ М4 1 72 
пе +e |B )r’*@- 


ET ®)T')—T OT | +0(*). (3.4.10) 
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Чтобы сделать его равномерно пригодным, положим 
53-25, ($, y)+O(e?). — (3.4.11) 


Подставив это выражение в (3.4.10), разложив и собрав коэф- 
фициенты при равных степенях &, получим 


и _ eT’ ($) 1 М* (y+-1) 72 
poi Pte lal 4B? )т CS 
т” ($) 


—T (8) T'(s)—( Es 6, д Мы" (8) JF] +03). (3.4.12) 


Разложение может быть сделано равномерно пригодны‘ для 
всех у, если выбрать 


E, (д =— т MtyT" (s). (3.4.13) 
Поэтому равномерно пригодное разложение имеет вид 
4 =1—eL 8+ o(e%, (3.4.14) 
где 
Е зе" MyT’ (s)-+0(e%), (3.4.15) 


что полностью совпадает с формулами (3.2.94) и (3.2.97), полу- 
ченными путем использования метода Лайтхилла. 


3.4.4. Сдвиг особенности 


В качестве четвертого примера рассмотрим задачу из п. 2.4.1. 
Прямое разложение, полученное в этом пункте, имеет вид 


portes| tbe ferme garnat| +00, (3.4.16) 
1 


Чтобы сделать его равномерно пригодным, положим в (3.4.16) 
X=S+ex,(s)-+.... (3.4.17) 


Собрав коэффициенты при равных степенях &, получим 
y=s? [1—2 (m+45°7)| +-0 (=?) при $—0. (3.4.18) 
L 
Это разложение будет равномерно пригодным, если выбрать 


д, =— 3.57 (3.4.19) 
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и удалить таким образом главную особенность. Поэтому равно- 
мерно пригодное разложение имеет вид 


у=$ 12 °--0 (=), (3.4.20) 
где 
x =s—z es“? 4-0 (2), (3.4.21) 


что полностью совпадает с (3.2.30) и (3.2.31), полученными Me- 
тодом Лайтхилла. 


3.5. Ограничения метода растянутых координат 


В предыдущих параграфах было показано, что метод растя- 
нутых координат является мощным средством для построения 
равномерно пригодных разложений в различных физических 
задачах. Однако, несмотря на успех при исследовании гипербо- 
лических дифференциальных уравнений для волн, распространя- 
ющихся в одном или в двух направлениях, этот метод не может 
быть применен для построения равномерно пригодных разложе- 
ний эллиптических дифференциальных уравнений. Хотя Лайт- 
хилл [1951] и получил равномерно пригодное разложение до 
второго порядка для обтекания несжимаемой жидкостью тонкого 
кругового крыла, Фокс [1953] нашла высшие приближения, ко- 
торые не являются равномерно пригодными. Она доказала также, 
что для обтекания тонкого крыла сжимаемым газом не может 
быть получено равномерно пригодного разложения даже второго 
порядка. В связи с этим Лайтхилл [1961] в более поздней статье 
рекомендовал применять его метод только для гиперболических 
дифференциальных уравнений. Несмотря на это, Вальо-Лорен 
[1962] успешно применил этот метод в сочетании с методом ин- 
тегральных соотношений в задаче о тупом теле (смешанная крае- 
вая задача). Более того, Эмануэль [1966] и Куйкен [1970] успешно 
применили этот метод к параболическим задачам, связанным 
с исследованием нестационарного турбулентного потока при диф- 
фузии и химических реакциях, а также потока вдоль наклонной 
поверхности, вызванного сильным впрыскиванием жидкости. 

Следует упомянуть, что Хугстратен [1967] модифицировал 
этот метод применительно к задачам о дозвуковом обтеканин 
тонкого крыла. Он ввел функцию, равномерно приближающую 
отображение физической плоскости на плоскость, в которой 
крыло представлено своей хордой. 

Цянь Сюэ-сэнь [1956] высказал предположение, что ограни- 
ченность применения метода растянутых координат к исследова- 
нию задачи о тонком крыле объясняется тем, что разложения 
для функций выписываются вблизи нерегулярной точки. К счастью, 
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можно заметить, что особенности переносятся с зависимых пере- 
менных на растягивающие функции, и таким образом можно 
обнаружить неоднородность в результирующем разложении. 
Юнь [1968] разложил функцию вблизи нерегулярной особой 
точки, чтобы получить разложение, пригодное вблизи критиче- 
ского волнового числа, соответствующего разрыву струи, для 
нелинейной устойчивости жидкой цилиндрической струи. Однако 
результирующее разложение не имело особенности, хотя, как 
показал Найфэ [1970], оно нарушалось при критическом вол- 
новом числе. Мы покажем трудности, с которыми столкнулся 
Юнь, на примере модельной задачи о слабо нелинейной неустой- 
чивости стоячих волн (п. 3.5.1). 

Как показал Леви [1959], метод растянутых координат не- 
пригоден для класса задач с сингулярными возмущениями, в ко- 
торых малый параметр стоит при высших производных (п. 3.5.2). 
Он показал, что этот метод приводит к ошибочным результатам 
в задаче о цилиндрических ударных волнах. Тем не менее можно 
показать, что растяжение зависимых вместо независимых пере- 
менных приводит к равномерно пригодному разложению (упра- 
жнение 3.33). 

Несмотря на то что этот метод дает равномерно пригодные 
разложения для периодических решений в слабо нелинейных 
колебательных системах, Найфэ [1966] показал, что эти разло- 
жения не содержат никакой информации, кроме предельных 
циклов и предельных точек. Вообще, если амплитуда изменяет- 
ся, то метод растянутых координат неприменим. 

Мы покажем трудности метода растянутых координат на сле- 
дующих примерах. 


3.5.1. Пример слабо нелинейной неустойчивости 


Как было показано в п. 3.4.2, разложение (3.4.9) для в ста- 
новится непригодным, если Е —1 =O (=?). Чтобы применить метод 
растянутых параметров к этому разложению, положим в (3.4.9) 


k-=a+ek,. (3.5.1) 


Тогда, раскладывая (3.4.9) для малых в и собирая коэффициенты 
при равных степенях в, получим 


9 


55 — Ake 


— 32 
o=VaI—l ed tales rane es 


~ | +0(e). (3.5.2) 


Чтобы коэффициент при e? был не более сингулярным, чем пер- 
вый член при a— 1, положим №, =9/32. Тогда (3.5.2) примет вид 


ЕН 9=? 
9=И 1 [1+ зе] tees (3.5.3) 
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что ограничено при a—1. Нейтральная устойчивость соответ- 
ствует o=0, т. е. @=1, или, согласно (3.5.1), 


В+... (3.5.4) 


Чтобы показать непригодность разложения (3.5.3), достаточно 
показать непригодность условия нейтральной устойчивости (3.5.4). 
Конфигурация системы при нейтральной устойчивости по опре- 
делению не зависит от времени, следовательно, она определяется 
уравнением 

ини = — и, (3.5.5) 
Положим 


=ecoskx-+ У A, cosnkx, A, =O(e?). 
n=2 


Подставив это выражение в (3.5.5) и приравняв коэффициент 
при созАх к нулю, получим 


1-е... . 
Следовательно, 
ве... , (3.5.6) 


что отличается от (3.5.4). Поэтому разложения (3.5.3) и (3.5.4) 
неверны. Верное разложение, пригодное вблизи А ==1, получено 
в п. 6.2.8 с помощью метода кратных масштабов. 


3.5.2. Малый параметр при высшей произволной 


Леви [1959] показал, что применение метода растянутых 
координат к задаче о цилиндрической ударной волне (приведен- 
ной в упражнении 2.3) приводит к некорректным результатам. 
Толщина ударной волны, которую нашел Ву [1956], не зависела 
от величины скачка, что противоречило результату, полученному 
Леви с помощью топологического анализа. Вместо того чтобы 
показывать непригодность разложения на примере цилиндрической 
ударной волны, мы, следуя Леви, обсудим более простую задачу, 
обладающую теми же особенностями, но имеющую точное решение 
для сравнения. Уравнение имеет вид 


а 
ви =—xy—l, (3.5.7) 


где =— малое положительное число. Точное решение этого урав- 
нения, проходящее через точку (Xo, Yo), имеет вид 
3 a 
паев en atine [ еее dt. (3.5.8) 
Xo 
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Прямое разложение метода возмущений можно получить, 
положив 


=> ety, (х). (3.5.9) 


Подставив (3.5.9) в (3.5.7), приравняв коэффициенты при равных 
степенях € и решив полученные уравнения, придем к решению 


poe eet = 143.6, (Qn 1)ete “I... (ВЮ) 


Можно проверить, что (3.5.10) является асимптотическим разло- 
жением точного решения (3.5.8) при больших х. Заметим, что 
это разложение становится непригодным вблизи х=0, потому 
что первый член сингулярен, а члены высших порядков все 
более и более сингулярны. Если х=0 (21/?), то все члены этого 
разложения имеют порядок O (=-1/”?). Таким образом, это разло- 
жение никогда не будет адекватным разложением в области 
Х=О (2), 

Чтобы применить метод растянутых координат к этой задаче, 
в разложении (3.5.10) положим 


x=s-+ex, (s)-+e2x,(s)+..., (3.5.11) 


разложим полученное равенство по & при малых в и соберем 
коэффициенты при равных степенях в. Растягивающие функции 
затем выбираем так, чтобы члены высших порядков были не 
более сингулярны, чем первый. В данной задаче это приводит 
к уничтожению всех членов, за исключением первого. В резуль- 
тате имеем 


и. (3.5.12) 


где 
2 п 
хз... На... , (3.5.13) 
m—2 


© | 
ат = (4т — 2) баяны а ’ m>2, 
r=0 


т-1 


Gomi = АТ ху @:т-Чь+1» mpl, 


r=0 


(3.5.14) 


Из последних соотношений следует, что 
ВЫХ (А | ЕР (3.5.15) 
Поэтому разложение (3.5.13) расходится; фактически оно яв- 


ляется „более“ расходящимся, чем (3.5.10), и теряет смысл, ког- 
да х подходит к 0 (21/?). Все, что достигнуто,— это замена не- 
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пригодного разложения по одной переменной на непригодное 
разложение по другой переменной. Причина непригодности по- 
лученного разложения заключается в отбрасывании высшей 
производной, что мало сказывается при больших х, но стано- 
вится существенным, когда х приближается к области О (=!/?). 


3.5.3. Задача о космическом корабле Земля — Луна 


Ниже мы покажем, что применение метода растянутых коор- 
динат к двумерной задаче о космическом корабле Земля — Луна 
{введенной в п. 2.4.2) приводит к непригодным разложениям. 
Чтобы сделать разложение (2.4.17) и (2.4.18) равномерно при- 
годным, применим метод растянутых координат. Подставив 


х=5- их, ($) +... (3.5.16) 
в это разложение, получим 


V 2¢ =a sin-} 9 Из —=Из И — 625) + 


о 2 
“(Va — ап РИ Ее | 


т. So. eso 
eC НВ Y= 0h) =o) "| 0 (и). (3.5.17) 


Растягивающая функция x, выбирается так, чтобы выражение, 
стоящее в квадратных скобках, было не более сингулярно, чем 
первый член, если $ —*1. Таким образом, 


1 


м: = 
Здесь растягивающую функцию можно было бы выбрать так, 
чтобы выражение, стоящее в скобках, обратилось в нуль. В ре- 
зультате получим разложение первого порядка 


И 2t =— sin при; —=Из р (1—p2s) + О (м?), (3.5.19) 
= О =) (3.5.20) 


где 


1 
х=8—5 Е. ш (1—$) +0 (p?). (3.5.21) 
Сравнивая это разложение с точным решением, Найфэ (1965а) 
показал, что оно дает отклоняющуюся траекторию вблизи Луны, 
хотя разложение, полученное в одномерном случае, достаточно 
хорошо согласуется с точным решением. В одномерном случае 
имеет место особенность при х==1--и/(1— р?) -- О (uw), которая 
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находится вне интересующей нас области О <х=< 1. В прямом 
разложении особенность сдвигается в точку х == [, и растяжение х 
перемещает особенность из точки х=| в правильное положение. 
Однако в двумерном случае имеет место резкое изменение в на- 
правлении движения космического корабля в окрестности Луны, 
и растяжение порядка О (и) не может компенсировать такое рез- 
кое изменение. 


Упражнения 
3.1. Рассмотреть задачу 
u--u=eu?, и (0)=а wu(0)=0. 


(a) Определить прямое разложение второго порядка (три члена) и исследо- 
вать его равномерность. 

(6) Сделать это разложение равномерно пригодным, используя метод пере- 
нормировки. 

(в) Построить равномерно пригодное разложение первого порядка (два 
члена), используя метод растянутых парамеров, и сравнить результат с п. (6). 


3.2. (а) Показать, что свободное движение точечной массы вдоль параболы 
х?=2рг, вращающейся вокруг своей оси с угловой скоростью @, описывается 


уравнением 
x2\~ , xx? а 
(145) a+ (в?) х=0. 


(6) Определить двучленное прямое разложение для малых амплитуд и ис- 
следовать его равномерность. 

(в) Сделать это разложение равномерно пригодным, используя метод пере- 
нормировки. 

г) Построить одночленное равномерно пригодное разложение помошью 
метода растянутых параметров и сравнить результат с п. (в). 


3.3. Определить двучленное равномерно пригодное разложение при малых 
амплитудах для решения уравнения 


9 + 2. sin 0=0, 
описывающего колебания маятника. 


3.4. Построить равномерно пригодное разложение второго порядка для 
периодического решения уравнения 


utuse (1 —u?) и, 


заметив, что амплитуда не произвольна. 


3.5. Построить равномерно пригодное разложение первого порядка для 
периодического решения системы уравнений 
и-и==е (1—2) и, 
tw+tz=u*, 


где т-= постоянная. , 
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3.6. Рассмотреть уравнение 
u+weu=eu?+ k cos wf. 
Определить равномерно пригодные разложения первого порядка для периоди- 
ческих решений, если 
(a) Фо = 2® (указание: положить 0, =2% 6 и U=Uy+euy..., THE Uy = 


= a cos (20 + B)+ (1/3) й®-? cos wi, затем определить а и В из уравнения для ty); 
(6) @o = w/2 (а в этом случае произвольно). 


3.7. Рассмотреть уравнение 
> о 
и ори = 513 -Р Е cos wt. 
Определить равномерно пригодные разложения первого порядка для периоди- 


ческих решений, если (a) Wp = 30 и (6) Wo = ®/3. 


3.8. Определить разложения второго порядка для нечетных решений, соот- 
ветствующих переходным кривым уравнения 


и- (бе cos 2 и=0, 
где 6 близко к 1 или к 4. 


3.9. Рассмотреть уравнение 


i: би 


l+e cos ot 


oe Построить разложения второго порядка для переходных кривых вблизи 
9 =0, 4 (Шень [1959]. 

(6) pce метод Уиттекера, построить разложение второго порядка 
для и вблизи этих кривых. 


3.10. Рассмотреть уравнение 
6—e cos? t 


ites one! 


(а) Определить разложения второго порядка для первых трех переходных 
кривых (Рэнди Дзен, [1969]) (т. е. вблизи 6 =0, | u 4). 
(6) Используя метод Уиттекера, найти и вблизи этих кривых. 


3.11. Рассмотреть уравнение 
и- (0-е с033 1) и=0. 


Определить разложения второго порядка для первых трех переходных кривых, 
используя метод растянутых параметров и метод У иттекера. 


3.12. Определить с точностью до О (Е) периодическое решение уравнения 
(Малхолланд [1971]} 


utdtutus(1—u?—u®—2 (ии). 
3.13. Построить разложение первого порядка для уравнения 
a+ Au = ви, 


подчиненное условиям: (а) м (0)==и (л) =0 и (6) и(0=и(1--2п). 
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3.14. Определить разложение первого порядка для системы уравнений 
u+ Au =e (sin 2¢4+ и?) и, 
и (t)=u(t-+ 2n). 


3.15. Построить разложения первого порядка для задач 


(а) u+Au=etu, 
ut=u (1--2п). 
(6) u+Au=e (a cos 21 sin и, 


u(t)=u (t+ 2n). 


3.16. Определить разложение первого порядка периодического решения при 
малых амплитудах для системы уравнений 


+ x-+ g (1—cos 0) —(1-- x) 02 =0, 
и g р 2 oe 
Le orn mor sin ay aa х0=0, 


которая описывает колебания качающейся пружины длиной 7, & — постоянная, 
= Вт = 402 = 48/1. 
3.17. Свободные колебания шарнирно закрепленной балки на упругом 
основании описываются краевой задачей 
Uxxxx + и -- eyus + ин =0, 
и (0, th=u(n, t)=u,, (0, D=uy, (7, D=0, 
‘u(x, 0)=asinx, ив (x, 0)=0, 


где фт, а и =— постоянные. Построить разложения до О (=) для частоты коле- 
баний (Хан [1965]. 


3.18. Продолжить разложения из п. 3.1.4 и 3.1.5 до второго порядка. 


3.19. Рассмотреть решение следующего уравнения в виде однородных рас- 
просграняющихся волн 
ин ихх Ри == ви. 


Решения искать в виде и=аехр{ (Ех — ©!) |- высшие гармоники. Определить 
сдвиг частоты и волнового числа. 


3.20. Рассмотреть задачу 
Witt Une + Ихххх == EU, 
u(x, 0) =а со$ kx, из (x, 0) =0. 


(а) Построить прямое разложение первого порядка. 

(6) Сделать это разложение равномерно пригодным, применив метод пере- 
нормировки. 

(в) Определить разложение, пригодное для t{=O(e-4), используя метод 
растянутых параметров. 

(г) Показать, что частота становится непригодной вблизи k= 1. 

(д) Удалить особенность, применив метод перенормировки к этой частоте. 

(e) Показать, что в результате получится ошибочное разложение. 
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3.21. Рассмотреть задачу на собственные значения 
Фхх t+ Pyy + AP = ex*@, 
p(x, 0) =@ (x, л) =ф (0, у) =ф(л, у) =0. 


Построить разложение первого порядка, если А близко к 2 или к 5. 


3.22. Рассмотреть задачу 
УФ Аф = =Ё(х, у, 2) Ф, 


где ф обращается в нуль на поверхности куба со стороной л. Построить раз- 
ложения первого порядка, если А, = 3 или 6, если (а) f=x? и (6) {= х?у. 


3.23. Поперечные свободные колебания шарнирно закрепленной балки при- 
водят к краевой задаче 


ELW gc —T Wye бин =O, 
1 
Е$ 
T= or \ (w,)? dx, 
0 


w 0, t)=w(l, t)=w,, (0, N=, (1, )=0, 


w (x, 0) =asin =, w, (x, 0) =0, 


где Е, /, р, S, аи {— постоянные. Построить разложение первого порядка для 
малых амплитуд (Ивенсен [1968]). 


3.24. Рассмотреть задачу 
(«ву у у=0, y(I=l. 


(а) Построить прямое разложение второго порядка. Какова область неодно- 
родности? 

(6) Сделать это разложение равномерно пригодным, используя метод пере- 
нормировки. 

(в) Построить разложение первого порядка (два члена по у и три члена 
по x), используя метод Лайтхилла, н сравнить его с разложением, найденным 
вп. (6). 

(г) Найти точное решение, поменяв ролями зависимую и независимую пе- 
ременные, и сравнить с решениями, найденными в п. (6) и (в). 


3.25. Показать, что равномерно пригодное разложение для задачи 
(«ау у + ху=е-*, у()=етт 
имеет вид 


y =e-§ (b in §+-1) +0 ¢e), 
где x =§—s (bIn&-+56-+ 1)-+-O (2). 


3.26. Рассмотреть задачу 
, | 
(ву уф у=1-х, У 


(а) Построить прямое разложение второго порядка и исследовать его равно- 
мерность. 

(6) Сделать это разложение равномерно пригодным, используя метод пере- 
нормировки. 
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(в) Получить разложение первого порядка, используя метод Лайтхилла, и 
сравнить результат с п. (6). 


3.27. Используя метод перенормировки, сделать разложение из упражне- 
ния 2.12 равномерно пригодным. 
3.28. Рассмотреть задачу 
(x” +- ey) и’ nx"-1y—mx™-1=0, 
y()=a> 1. 


(а) Показать, что точное решение имеет вид 
] 
му ey? = x + ats —1 


(6) Показать, что применение метода Лайтхилла дает 
у — у, =: (8 --а—1)Е- 


т & (yj—a?) 
*=8— 5 Game Faamh +09 


(в) Показать, что приближенное решение непригодно вблизи х=0, за исклю- 
чением некоторых значений м и п (Камсток [1968]). 

(г) Ввести новую переменную 2=X" в исходную задачу и затем, растянув г, 
построить приближенное решение для у. Определить условия, при которых 
новое разложение будет пригодным вблизи начала координат (Бернсайд [1970]}. 
Исходя из этого, определить роль замены независимой переменной в превра- 
щении приближенного решения в равномерно пригодное. 


3.29. Рассмотреть задачу 
Ou , ди 
pee) ay и (х, 0) =e@ (x). 


(a) Определить прямое разложение первого порядка при 8 < ! и исследо- 
вать его равномерность. 
(6) Сделать это разложение равномерно пригодным, используя метод пере- 


нормировки. 
(в) Построить разложение первого порядка, используя метод Лайтхилла, и 


сравнить результат с п. (6). 
3.30. Рассмотреть задачу 
ин CPU yy = Ugly xs 
и (0, t)=e—(t), p(t) =0 при (<0, 
и (x, о при x = 0. 
(а) Построить прямое разложение первого порядка и сделать его „равно- 
мерно пригодным“, используя метод перенормировки. 
(6) Определить разложение первого порядка, используя метод Лайтхилла, 


и сравнить с п. (а). Показать, что перенормировка и вместо Uy приводит к не- 
верным результатам. 


3.31. Рассмотреть задачу (Лайтхилл [1949а]): 
ди п [2 
Oe epg" (бя). а 
u(x, 0)=v (x, 0)=0, 
и (0, у) ==ф(у)у-", O<n<l, 
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где ф (0) =0. Показать, что равномерно пригодное разложение первого порядка 
имеет вид 


и==ф (п) (x+y)—-"+ 0 (=), 
1—п 
(4c ery +0 (e2). 


3.32. Рассмотреть задачу 
ИН — CP x, = EU Ux x, 
u(x, O)=F(x)+ g(x), ut (x, 0) =c (в (x) —F (x), 
где f (x) и g(x)—orpaHHueHHble функции xX. 
(a) Определить прямое разложение первого порядка. Можно ли сделать ero 
равномерно пригодным, используя метод перенормировки? 


(6) Получить разложение первого порядка, используя метод растянутых 
координат. 


3.33. Рассмотреть задачу 
ey +y=1, y()=1. 


(a) Показать, что метод Лайтхилла не дает равномерно пригодного разло- 


жения. 
(6) Показать, что растяжение у вместо х дает равномерно пригодное раз- 


ложение 
(в} Исследовать, может ли растяжение у’ дать равномерно пригодное раз- 


ложение для 
ву’ у’ --у=0, 
у(0=а, y(1)=8. 


3.34. Рассмотреть задачу 
u-+u=ef (и, u). 
(а) Показать, что метод растянутых координат (МРК) приводит к 
и=а п Ф-О (8), p=ste, 
t=s+tet,(s)+..., 


rye 
1 2л 
ай =@==— ral flasin g, acos gj cos o dq, 
0 


on 
1 : ‘ 
2at! =p=— | fa sin, а cos g] sin @ dg. 
ty 


(6) Показать, что & =0 и В — постоянная, такая, что (1 = (1/2) Ba~1s-+ const. 
(в) Исходя из этого показать, что МРК дает только предельные циклы или 
предельные точки для этой задачи (Найфэ [1966}). 


ГЛАВА 4 


Метод сращивания асимптотических 
разложений и составные разложения 


Результаты $ 3.5 показывают, что с помощью метода растя- 
нутых координат нельзя получить равномерно пригодные разло- 
жения в случаях, когда в некоторых областях изменения неза- 
висимых переменных зависимые переменные испытывают резкие 
изменения. В таких случаях, как правило, прямые разложения 
становятся непригодными в указанных областях, и почти тождест- 
венные преобразования независимых переменных (растянутые 
координаты) не могут компенсировать этих резких изменений. 
Чтобы получить равномерно пригодные разложения, мы должны 
выяснить и использовать тот факт, что эти резкие изменения 
характеризуются увеличенными масштабами, отличными от харак- 
терных масштабов изменения зависимых переменных вне областей 
резких изменений. 

Один из методов, связанных с этой проблемой, заключается 
в построении прямых разложений (называемых внешними разло- 
жениями) с использованием исходных переменных и в построении 
разложений (называемых внутренними разложениями), описываю- 
щих эти резкие изменения и использующих увеличенные мас- 
штабы. Внешние разложения становятся непригодными в областях 
резких изменений, в то время как пригодность внутренних раз- 
ложений нарушается при выходе из этих областей. Чтобы связать 
эти разложения, используют так называемую процедуру сращи- 
вания. Этот метод называется методом внешних и внутренних 
разложений, или, по Брезертону [1962], методом сращивания 
(сшивки) асимптотических разложений. 

Другой метод построения равномерно пригодных разложений 
основан на предположении, что каждая зависимая переменная 
является суммой, состоящей из: 1) части, характеризующейся 
исходными независимыми переменными, и 2) частей, характеризую- 
щихся увеличенными независимыми переменными, причем каждой 
области резких изменений отвечает своя часть в этой сумме. Это 
является простейшей формой метода составных разложений. 

В последующем параграфе мы опишем метод сращивания 
асимптотических разложений. За более подробной библиографией 
и приложениями этого метода мы отсылаем читателя к следую- 
щим работам: Ван Дайк [1964], Вазов [1965], Коул [1968] и 
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О’Малли [19686]. Кэрриер [1970] сделал обзор применений этого 
метода в геофизике, а Жермену [1967] принадлежит обзор его 
применений в аэродинамике. 


4.1. Метод сращивания асимптотических разложений 
4.1.1. Введение: метод Прандтля 


Чтобы описать метод сращивания асимптотических разложе- 
ний, рассмотрим простую краевую задачу 


ey” +y’ +y=0, (4.1.1) 
y(0)=a, y(1)=f, (4.1.2) 


введенную в п. 2.2.1. При =—+0 уравнение (4.1.1) приводится 
к виду 

y +y=0. (4.1.3) 
Это уравнение является уравнением первого порядка и не может, 
вообще говоря, удовлетворить общим граничным условиям (4.1.2). 
Следовательно, одно из этих граничных условий должно быть 
опущено. В п. 4.1.2 будет показано, что должно быть опущено 
условие и (0) =а. Это можно видеть также и из точного реше- 
ния (2.2.7). 

Если e—+0, то при фиксированном х==0 


у— Ве!-х, (4.1.4) 


что является решением предельного уравнения (4.1.3), подчинен- 
ным условию и(1)=В. Решение предельного уравнения обозна- 
чим через у” и будем называть внешним решением. При малых в 
решение предельного уравнения близко к точному решению (2.2.7) 
всюду, за исключением малого интервала возле конечной точки 
х—=0, где точное решение быстро изменяется так, чтобы удовле- 
творить краевому условию у(0) =, которое было почти потеряно. 
Этот малый интервал, в котором у очень сильно изменяется, 
называется пограничным слоем в механике жидкости, областью 
краевого эффекта в механике твердого тела и поверхностным 
слоем в электродинамике. 

Чтобы определить разложение, пригодное в пограничном слое, 
мы увеличим этот слой, введя преобразование растяжения 


6=—. (4.1.5) 


Определение подходящего преобразования растяжения будет об- 
суждено ниже в этой главе. После этого преобразования урав- 
нение (4.1.1) примет вид 


4? а 
де На tey=0, (4.1.6) 
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и при фиксированном © приводится к 


de? ge ’ (4.1.7) 


где e—+0. Общее решение этого уравнения имеет вид 
у=А- Ве-®, (4.1.8) 


где А и В— постоянные. Так как это решение пригодно в погра- 
ничном слое, то оно пригодно в начале координат и, следова- 
тельно, должно удовлетворять краевому условию и(х=0)=а. 
Поскольку &==0 соответствует х=0, TO у(&==0)=а; следова- 
тельно, В =&— А, и выражение (4.1.8) примет вид 


y=A+(a—A)e-&, (4.1.9) 


Это выражение содержит одну произвольную постоянную А. 
Обозначим это решение через и’ и назовем его внутренним реше- 
нием или внутренним разложением. 
Чтобы определить А, заметим, что 
lim y° = Ве. (4.1.10) 
x20 
Кроме того, из (4.1.5) следует, что любое малое фиксированное 
значение X, соответствует б—+ со при =—+0, и 
lim yf =A. (4.1.11) 


= 


Таким образом, эти пределы представляют собой одно и то же 
значение у при очень малом значении х==х, ==0. Следовательно, 


А=Ве. (4.1.12) 


Поэтому 
у! = Ве + («— Ве) е- $. (4.1.13) 


При определении внешнего и внутреннего разложений мы 
использовали два различных предельных процесса: внешний пре- 
дел, определяемый 

y= lim  и(х; &), (4.1.14) 
e- 0 
х фиксировано 


и внутренний предел 


y= lim (83; 8). (4.1.15) 
e-> 0 
& фиксировано 
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Процесс определения А называется сращиванием. Мы использо- 
вали следующее условие сращивания: 
lim y° (x; =) = lim у (6; e), (4.1.16) 
х>0 fC> a 
что эквивалентно равенству 
внутреннего предела внешнего решения, обозначенного че- 
рез (y°)', внешнему пределу внутреннего решения, обозначен- 
ному через (y')?. (4.1.17) 


Приближенное решение исходной задачи дается (4.1.4) для х 
вне окрестности нуля и (4.1.13) для x, близких к х-=0. Чтобы 
вычислить у как функцию от х, необходимо при возрастании х 
переключиться с одного решения на другое при некотором малом 
значении х, например при таком х, когда оба решения могут 
пересечься. Это переключение неудобно, и поэтому из этих двух 
решений мы построим одно равномерно пригодное решение, назы- 
ваемое составным решением и обозначаемое через и‘. Оно имеет 
вид (Эрдейи [1961]) 


xY=yPty—Yy=rry—yy. (4.1.18) 
Поскольку 

((y?)')? = (у = (90° = (Cy?) 
TO 
(г) =yr+(yy’?—(y’) =", 
(ее =(y°) у — (у) = у. (4.1.19) 
Таким образом, составное решение является хорошим приближе- 
нием во внешней области как внешнее решение и во внутренней 
области как внутреннее решение. Это наводит на мысль, что со- 
ставное решение является равномерным приближением на всем 
интервале изменения х, включая промежуток между внешней и 
внутренней областями. Успех сращивания обусловлен наличием 
общей области, в которой как внешнее, так и внутреннее реше- 
ние пригодно, и, следовательно, между этими областями нет 
пробела. | 

Сложив (4.1.4) и (4.1.13) и вычтя Ве, равное (y?)' = (у, 

в силу (4.1.17), получим 


ус = Ве:-* -- (а — Ве) e~*/@ -- 0 (г). (4.1.20) 


Метод, рассматриваемый в этом пункте, был развит Прандт- 
лем [1905] для решения задачи обтекания тела потоком вязкой 
жидкости при больших скоростях. Функция тока, описывающая 
двумерное обтекание тела, должна удовлетворять уравнению 
в частных производных четвертого порядка. Для вязкой жид- 
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кости как нормальная, так и тангенциальная компоненты ско- 
рости на поверхности тела должны обратиться в нуль. Последнее 
условие называется условием прилипания, потому что любая 
незначительная вязкость заставляет жидкость прилипать к телу. 
Если вязкость обращается в нуль, то уравнение для функции 
тока приводится к уравнению третьего порядка (п. 2.2.2) и, сле- 
довательно, не может удовлетворить всем граничным условиям. 
Поскольку невязкая жидкость может проскальзывать, то условие 
прилипания опускается, и в результате решение будет представ- 
лять движение жидкости всюду, кроме малой области вблизи 
тела, называемой пограничным слоем Прандтля. В этой области 
тангенциальные компоненты скорости изменяются очень сильно 
от значения, полученного из предельного уравнения (с вязкостью, 
равной нулю), до нуля, чтобы удовлетворить краевому условию 
прилипания, которое ранее было опущено. Для описания течения 
в этой области Прандтль увеличил ее, введя преобразование рас- 
тяжения, оценил порядок величины различных членов исходного 
дифференциального уравнения и отбросил малые члены. Получен- 
ные таким образом уравнения были решены, и их решения были 
сращены с решением задачи для невязкой жидкости с использо- 
ванием условия сращивания (4.1.16). 

Аналогичную процедуру сращивания использовали Рэлей 
[1912], Ганс [1915], Джеффри [1924], Вентцель [1926], Крамерс 
[1926] и Бриллюзн [1926] для соединения приближенных разло- 
жений с различных сторон от точки ветвления (ср. п. 7.3.1). 

Аналогичные методики применялись в девятнадцатом столе- 
тии: 1) Лапласом [1805] для решения задач о большой невесомой 
капле на плоскости и о широком мениске; 2) Максвеллом [1866] 
для решения задачи о крутильных колебаниях круглых дисков, 
вращающихся между близкими фиксированными дисками; 3) Кирх- 
гофом [1877] для решения задачи о конденсаторе, состоящем из 
двух различно заряженных конечных круглых дисков. 


4.1.2. Высшие приближения и усовершенствованные процедуры сращивания 


Спустя годы многие исследователи расширили и обобщили 
метод Прандтля. В их числе можно назвать таких ученых, как 
Вейль [1942], Фридрихс [1942], Дородницын [1947], Латта [1951], 
Каплун [1954], [1957], [1967], Каплун и Лагерстром [1957], Пра- 
удман и Пирсон [1957], Вишик и Люстерник [1957], Васильева 
[1959], [1963] и Ван Дайк [1964]*). Процедуру сращивания фор- 


1) Обзор работ и библиографию по методу Вишика— Люстерника и его 
приложениям см. в обзорной статье В. А. Треногина [1970], а по асимптоти- 
ческим методам в теории обыкновенных дифференциальных уравнений— в о0б- 
зорной статье В. Ф. Бутузова, А. Б. Васильевой и М. В. Федорюка [1969].— 
Прим. ped. 
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мализовали Васильева [1959], [1963], Ван Дайк [1964] и Каплун 
и Лагерстром [1957]. Кэрриер [1953], [1954] на частных приме- 
рах сравнил метод растянутых координат и метод сращивания 
асимптотических разложений. 

В этом пункте мы определим высшие приближения для задачи 
(4.1.1) и (4.1.2). Начнем с выяснения вопроса, какое краевое 
условие можно опустить, и попутно найдем соответствующее пре- 
образование растяжения. Затем найдем внешнее и внутреннее 
разложения и срастим их, используя условие Ван Дайка. В конце 
мы построим равномерно пригодное составное разложение. 

Какое краевое условие должно быть опущено? Как отмечалось 
в предыдущем пункте, если = обращается в нуль, то (4.1.1) при- 
водится к уравнению первого порядка (4.1.3), решение которого 
не может одновременно удовлетворить двум краевым условиям 
и (0) =@& и и(1) =В, и, следовательно, одно из них должно быть 
опущено. В окрестности того конца, где краевое условие опус- 
кается, у изменяется очень быстро и выходит на заданное гра- 
ничное значение. Такое поведение у сильно отличается от пове- 
дения решения предельного уравнения. Эта малая область 
называется пограничным слоем, или областью неоднородности. 

Чтобы выяснить, должно ли быть опущено краевое условие 
у (1) =В, введем следующее преобразование растяжения: 


$=(1-—х)=-^, A>. (4.1.21) 


Тогда уравнение (4.1.1) преобразуется к виду 


И gh dy ty= 0. (4.1.22) 


При e—+0 уравнение (4.1.22) будет принимать различные пре- 
дельные формы в зависимости OT A. 
Случай A> 1 


d@y 


gr=0 или y= A+ BE. (4.1.23) 


Поскольку предполагалось, что решение предельного уравнения 
(4.1.3) пригодно при х=0, то 
у’ =ae-* (внешнее решение). (4.1.24) 
Условие сращивания (4.1.16) требует, чтобы 
lim (A+ Bf) = Ите-* 
C- = xo} 
ИЛИ 
В=0 и А=ае-". (4.1.25) 
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Следовательно, 
yf =ае-1. (4.1.26) 


Поскольку это решение пригодно при х==|, то оно должно удо- 
влетворять краевому условию и(х = 1) =В, следовательно, 


В =ae~?, (4.1.27) 


что, вообще говоря, не верно. Мы отбросим этот случай, поскольку 
он не приводит к удовлетворению обоих граничных условий. 
Случай A < 1 

d . 

a= или = А-В. (4.1.28) 
Этот случай должен быть отброшен, так как он не может удов- 
летворить условию сращивания. 
Случай /, == 

d*y dy 


eae = 9 или y’=A+ Ве. (4.1.29) 


Из условия сращивания следует 
lim (A + Be) = lim ае-*, 


$ — ® х->] 


В=0 и A=aen7}, (4.1.30) 


Таким образом, этот случай также должен быть отброшен, по- 
скольку краевое условие у(х = 1) =В приводит к (4.1.27). 
Таким образом, пограничный слой не может существовать 
в окрестности x=1, и, следовательно, краевое условие в этой 
точке нельзя опустить. 
Чтобы исследовать вопрос, можно ли опустить краевое усло- 
Bue y(0)=a@, введем преобразование растяжения 


C=xe*, ADO, (4.1.31) 
тогда уравнение (4.1.1) примет вид 
ваз И 0 (4.1.32) 
а 7 i oh 


В этом случае также существуют три предельные формы этого 
уравнения при = —+0 в зависимости от A. 
Случай A> 1 

d*y 


ra =0 или и=А-- ВЕ. (4.1.33) 


Случай ^<1| 
АР ИЛИ yi = А. (4.1.34) 
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Случай A=1 
d2 d ; Е 
ФИО, ys A+Be-*. (4.1.35) 


Первые два случая должны быть отброшены по причинам, KOTO- 
рые были рассмотрены выше. Третий же случай при использо- 
вании краевого условия и(0) = дает внутреннее решение 


и=А-+(@а—А)е-5. (4.1.36) 
Условие сращивания требует 
lim [A --(@—А)е-{] = lim (Be!~*), или А==Ве, (4.1.37) 
x20 


me) 


откуда 
у! =Ве- (& —Ве)е-5. (4.1.38) 


Таким образом, пограничный слой существует в окрестности 
точки х=0, и краевое условие y(0)=a не может быть наложено 
на предельное уравнение (4.1.3). Попутно мы нашли преобразо- 
вание растяжения 


C==xe7!, (4.1.39) 


которое использовалось в (4.1.5). Следовательно, область неодно- 
родности имеет вид 


Хх =0 (2). (4.1.40) 
Внешнее разложение. Будем искать внешнее разложение в виде 
N-1 
y° (x e)—= Угу, (x) +0 (0%). (4.1.41) 
Используя внешний предельный переход 
8—0, x фиксировано, (4.1.42) 
имеем 
Yo(x)= lim y (x; 2) 
ё > 
Хх фиксировано 
И 
т-1 
y— У ету, (x) 
Ya(x)= ИП. (4.1.43) 


e>0 
х фиксировано 
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Чтобы определить это разложение, подставим (4.1.41) в (4.1.1) 
и приравняем коэффициенты при равных степенях в. Получим 


Yo+ \ =0, (4.1.44) 
у НУ =— У, ПР. (4.1.45) 


Как было отмечено в предыдущем пункте, это внешнее решение 
пригодно всюду, за исключением области x = O (=). Следовательно, 
оно должно удовлетворять краевому условию иу° (1) =В, которое 
вместе с (4.1.41) приводит к 


и, (1) =В, и„(1)=0 при п>1. (4.1.46) 


Решение уравнения (4.1.44), подчиненное условию и (1)=В, 
имеет вид 


= Ве!-х. (4.1.47) 


Решение уравнения (4.1.45) при n=1, подчиненное условию 
у, (1)=0, имеет вид 
=В(1—х)е!-*. (4.1.48) 


Поэтому 


уе =B [1 +e (1 —x)] е!-*-НО (e2). (4.1.49) 


Внутреннее разложение. Чтобы построить разложение, при- 
годное вблизи начала координат, применим преобразование рас- 
тяжения (4.1.39) и о (4.1.1) к виду 


diy! 
Будем искать внутреннее разложение в виде 
мМ-1 
у'(х; г) = У =У, (©) 0 (=^, (4.1.51) 
n=1 


используя внутренний предельный процесс 
2—0, C=xe7! фиксировано. (4.1.52) 


Таким образом, 
У, (5) = ae у (25; =), 


С фиксировано 


т-1 
у (5; е)— У, У, (6) 
У = lim и. (4.1.53) 


=—>0 
¢ фиксировано 
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Чтобы определить это разложение, подставим (4.1.51) в (4.1.50), 
приравняем коэффициенты при равных степенях = и, учитывая, 
что с— независимая переменная, получим 


О, (4.1.54) 
И. ВЕ (4.1.55) 


Хотя это внутреннее разложение и удовлетворяет краевому усло- 
вию при х=0, но, вообще говоря, не предполагается, что оно 
удовлетворит краевому условию при x=1. Поскольку x =0 
соответствует с =0, краевое условие y (x =0) = вместе с (4.1.51) 
дает 


У (0) =“, У, (0) =0 при a Sl. (4.1.56) 


Решение уравнения (4.1.54), подчиненное условию У, (0) =a, 
имеет вид 


У, =&— А, (1—e-5). (4.1.57) 
Решение задачи (4.1.55), (4.1.56) при n=1 имеет вид 
У, =А, (1—2) —[“«— А, (1 +e] €. (4.1.58) 


Поэтому 
yi = а — А, (1 —е- 5) + {A, (1 —e*) — [«— A, (1 +674] }--0 (2). 
(4.1.59) 


Это внутреннее разложение содержит произвольные постоянные 
A, и А,, которые должны определиться при сращивании с внеш- 
ним решением (4.1.49). 


Усовершенствованная процедура сращивания. Простейшая форма 
сращивания внутреннего и внешнего решенийр— это условие 
Прандтля:! 


lim у == lim yf. (4.1.60) 
x0 i> @ 
Это условие приводит к сращиванию первых членов внешнего 
И внутреннего разложений и дает 
A, =a—Be. (4.1.61) 


Легко видеть, что это условие сращивания не может быть исполь- 
зовано при сращивании других членов. Действительно, 


lim y? =Ве (1+) НО (e?), (4.1.62а) 
х->0 


в то время как 
on yi =a—A,+e[A, —(a—A,)€] +0 (=?). (4.1.626) 
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Поскольку в силу условия сращивания (4.1.60) оба эти разло- 
жения должны совпадать для всех значений &, TO 


Аа, A, = ве (++1). (4.1.63) 


Это нарушает предположение, что А, =0 (1), которое было исполь- 
зовано при выписывании разложения (4.1.59). 
Более общая формулировка условия сращивания имеет вид 


внутренний предел (внешнего предела) равен 
внешнему пределу (внутреннего предела). (4.1.64) 


Еще более общая форма условия сращивания имеет вид 


внутреннее разложение (внешнего разложения) равно 
внешнему разложению (внутреннего разложения). (4.1.65) 


Соответствующие разложения строятся с использованием внеш- 
него и внутреннего предельных процессов, определяемых (4.1.41) — 
(4.1.43) и (4.1.51) —(4.1.53) соответственно. Ван Дайк [1964] пред- 
ложил следующее условие сращивания: 


т-членное внутреннее разложение (п-членного внешнего раз- 
ложения) равно 

п-членному внешнему разложению (т-членного внутреннего 
разложения), (4.1.66) 


где т и п— два произвольных целых числа, которые могут быть 
равны или не равны. Чтобы определить т-й член внутреннего 
разложения (п-го члена внешнего разложения), перепишем пер- 
вые п членов внешнего разложения и выразим их через внутрен- 
нюю переменную, затем разложим их для малых & при фиксиро- 
ванном значении внутренней переменной до т членов. Аналогично 
получаем правую часть (4.1.66). Условие сращивания Ван Дайка 
широко используется благодаря своей простоте. Более общее 
и строгое условие предложил Каплун [1967], который использо- 
вал промежуточные пределы. Френкель [1969] сравнил эти усло- 
вия сращивания и пришел к выводу, что хотя условие сращивания 
Ван Дайка и может быть некорректно, но оно проще в употреб- 
лении, чем принцип наложения Каплуна. 

Условие сращивания Ван Дайка. Чтобы показать действие 
условия сращивания Ван Дайка, мы применим его к сращиванию 
внешнего разложения (4.1.49) с внутренним разложением (4.1.59), 
взяв M=n=1; т=1, n=2; m=n=2. 

Для сращивания одночленного внешнего разложения с одно- 
eee внутренним разложением будем действовать следующим 
образом. 


Одночленное внешнее разложение: у ~ Ве!-*. (4.1.67а) 
Выразим через внутреннюю переменную: ==Ве!-. (4.1.676) 


4.1. Метод сращивания асимптотических разложений 135 


Разложим при малых &: =fPe(l—ef-+...). (4.1.67в) 
Одночленное внутреннее разложение: =Pfe. (4.1.67г) 
Одночленное внутреннее разложение: y ~ a—A, (1—е-°). (4.1.68a) 


Выразим через внешнюю переменную: 
=%— А, (1—е-*?). (4.1.686) 
Разложим при малых в: =а—А.. (4.1.68в) 


Одночленное внешнее разложение: =a—A,. (4.1.68r) 


Приравняв (4.1.67r) и (4.1.68г) в соответствии с условием сращи- 
вания (4.1.66), получим 
Ве =&— А, или А, =a—Pe. (4.1.69) 


Теперь срастим одночленное внешнее разложение с двучлен- 
ным внутренним разложением. Положим m=1 и п=2. Имеем 


Одночленное внешнее разложение: y — Ве! -*. (4.1.70а) 
Выразим через внутреннюю переменную: = fel-®, (4.1.706) 
Разложим при малых =: =Ве (1— eC +5 e2f2t oe (4.1.70B) 
Двучленное внутреннее разложение: ве (1 =) (4.1.70г) 

Двучленное внутреннее и y~a—A, (1-—е-®)- 

+ &{А, (1—е` 5) — [&«— А, (1-е) }. (4.1.71а) 
Выразим через внешнюю переменную: =a—A,(1—e-*/£) + 

i ef Ay (1—e-*e) [a —A, (1 tense 2h. (4.1.716) 
Разложим при малых €: =(a—A,)(1—x)+eA,.  (4.1.71в) 


Одночленное внешнее разложение: =(a—A,)(1—x). (4.1.71г) 
Приравняв (4.1.70г) и (4.1.71г) в соответствии с условием сращи- 
вания (4.1.66), получим. 


Ве (1—5) =(a—A,) (1 —x). (4.1.72a) 
Поскольку x = ef, то 

a—A,=Be или A,=a—FPe. (4.1.726) 
Таким образом, мы He получили никакой информации OTHOCH- 


тельно A,. 
Положив т-==п=2 в (4.1.66), получим 
Двучленное внешнее разложение: у— В [1--= (1 —х)]е*-*. (4.1.73a) 
Выразим через внутреннюю переменную: =В Пе (1—0) de 
(4.1 736) 
Разложим при малых в: =fPe(l1+e—ef-+...). (4.1.73в) 
Двучленное внутреннее разложение: =Ве (1-+=— гб). (4.1 73) 
Двучленное BR egies разложение: y~a—A,(1—e7*) + 
+ ={А, (1—e-*)—[a— A, (1-25. (4.1. 74a) 


Выразим через внешнюю переменную: =a—A,(1—e-*/*®) + 
te {Ai (1—e-#/*) —[a—A, (1 +e-*/®)] = | (4.1.746) 
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Разложим при малых #: =(a—A,)(1—x)+eA,.  (4.1.74в) 
Двучленное внешнее разложение: =(a—A,)(1—x)+ :А,. 
(4.1.74г) 


Приравняв (4.1.73r) и (4.1.74г) в соответствии с условием сращи- 
вания (4.1.66), получим 


А, =@—Ве, A,=fe. (4.1.75) 

Поэтому 
у" = Ве-| (a — Вее-С-- а {Be (1 — e~*) — [Be —(a fie) е-] $} +-O (=). 
(4.1.76) 


Составное разложение. Kak обсуждалось выше, внешнее pa3- 
ложение непригодно в окрестности начала координат, в то время 
как внутреннее разложение, вообще говоря, непригодно нигде, 
кроме области x =0 (=). Чтобы найти разложение, пригодное на 
всем интервале, построим составное разложение у‘ (Василье- 
ва [1959]; Эрдейи [1961]) 


уе уе уе — (о) = уу — (у. (4.1.77) 
Эти два выражения эквивалентны в силу условия сращива- 
ния (4.1.66), требующего, чтобы 


(y°)' =(y')?. (4.1.78) 
А поскольку 
(yii=y', (9°) = у, (4.1.79) 
то (4.1.77) приводит к 
(угу и (“= уг. (4.1.80) 


Поэтому y° будет таким же хорошим приближением для у, Kak y? 
во внешней области и как у! во внутренней области. 

Поскольку как (4.1.73r), так и (4.1.74г) определяет (у°)', то 
составное разложение можно получить, прибавив к внешнему 
разложению (4.1.49) внутреннее разложение (4.1.76) и вычтя 
внутреннее разложение внешнего разложения (4.1.74г). Таким 
образом, получим 


у =f [1 =e (1 — x)] e17* -|- [(«— Ве) (1 х) —=Ве] е-х/= +0 (2%). 
(4.1.81) 


4.1.3. Уравнение второго порядка с переменными коэффициентами 


В этом пункте мы построим равномерно пригодное разложе- 
ние первого порядка для решения задачи 

ey” На (х) у’ --6 (Хх) у=0, (4.1.82) 

у(0) =а, y(l)=f, (4.1.83) 
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где < 1, a(x) и 6(х) — аналитические в интервале [0, 1] функ- 
ции от х. Уравнение (4.1.1), которое обсуждалось в двух пре- 
дыдущих пунктах, можно записать в виде (4.1.82), положив 
a(x) =6(х)==1. Если = обращается в нуль, то уравнение (4.1.82) 
приводится к уравнению первого порядка 


a(x)y’ +b(x)y=0, (4.1.84) 


решение которого не может удовлетворить обоим краевым усло- 
виям, и, следовательно, одно из них должно быть опущено. Как 
будет показано ниже, ответ на вопрос, какое условие должно 
быть опущено, зависит от того, какой знак принимает a(x) на 
интервале [0, 1]. Если a(x) > 0, то необходимо опустить условие 
у (0) =< и внутреннее разложение строить в окрестности точки 
x=0, сращивая его с внешним разложением. Если а < 0, To надо 
опустить условие и (1) =В истроить внутреннее разложение вблизи 
точки х=1|, сращивая его с внешним разложением. Однако если 
а(х) меняет знак в [0, 1], то у может изменить характер с осцил- 
лирующего на экспоненциально растущий или выродиться в ок- 
рестности нуля a(x). Такие нули называются /10чками поворота 
или точками ветвления. Задача о точках ветвления исследуется 
в $ 7.3. 

Какое краевое условие должно быть опущено? Чтобы исследо- 
вать вопрос, может ли быть опущено условие и (0) =a (т. е. обра- 
зуется ли пограничный слой в окрестности нуля), введем пре- 
образование растяжения 


C=xe*, АО. (4.1.85) 
Тогда (4.1.82) примет вид 
el FH + в-^а (ett) Bb (eX) y =0. (4.1.86) 


При =—+0 (4.1.86) примет вид 


42 
дз = 0 при a> 1, 


а 

д =0 при Ай, < 1, (4.1.87) 
4?у ау _ = 
ger t 4(9) + =0 при = 


Чтобы можно было срастить решение уравнения (4.1.87) с внешним 
решением, определяемым предельным уравнением (4.1.84), необхо- 
димо, чтобы существовали решения уравнения (4.1.87), ограни- 
ченные при &—+ oo, Ограниченными решениями в первых двух 
случаях будут постоянные, следовательно, они должны быть от- 
брошены как приводящие к определенным противоречиям, анало- 
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гичным тем, с которыми мы столкнулись вп. 4.1.2. Аналогично, 
если a(0) < 0, то ограниченным решением в последнем случае 
(т. е. при A=1) будет также лишь постоянная, и этот случай 
надо будет также отбросить. Следовательно, в точке х=0 не 
будет пограничного слоя. Если а(0) > 0, то общее решение при 
А, =1 имеет вид 


yi —=А-- Be-2 ©, (4.1.88) 


Это решение ограничено при €— со и содержит две произволь- 
ные постоянные, следовательно, оно может быть принято за внут- 
реннее разложение, так как вместе с решением предельного урав- 
нения может удовлетворить обоим краевым условиям. 

Чтобы исследовать, должно ли быть опущено условие y (1) =f, 
введем преобразование растяжения 


ye (lve. №50, (4.1.89) 
и преобразуем (4.1.82) к виду 
а ед (1 — en) Sh 4-6 (1—2) =0. (4.1.90) 


dy? 


При =—+0 это уравнение примет вид 
d*y 


an? =0 при A>1, 

ay? . = 

‘aoe mpua<l, (4.1.91) 
d? d 
ae a fy =0 при A= 


Решением уравнения (4.1.91), ограниченным при 1-—+ oo, будет по- 
стоянная, если А == | или если а(1) >Ou A=1, и, следовательно, 
эти случаи надо отбросить. Однако, если а(1) <0 при А ==1, 
общее решение (4.1.91) имеет вид 


у! = A+ Bern, (4.1.92) 


Это решение ограничено при yN—> oo, следовательно, оно может 
быть принято в качестве внутреннего разложения, так как оно 
содержит две произвольные постоянные, которые позволяют соче- 
тать его с внешним решением и удовлетворить обоим краевым 
условиям. 

Таким образом, пограничный слой будет при 


х=0, если а(х) > 0, 
и при 
x=1, если а(х) < 0. (4.1.93) 
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Далее мы определим равномерно пригодное разложение первого 
порядка для первого случая. 

Случай a(x) >0. В этом случае первый член внешнего раз- 
ложения (4.1.41) определяется из уравнения 


a(x)y’+b(x)y=0, У(П=В (4.1.94) 


Ob Ct 
a? вен а. (4.1.95) 
1 


Общее решение для первого члена внутреннего разложения (4.1.51) 
дается (4.1.88). После преобразования (4.1.85) краевое условие 
у(х=0) = преобразуется к виду y(C=0)=a, следовательно, 


у! =a—B+ Beat, (4.1.96) 


что приводит к 


Чтобы срастить y? и y’, мы положим т=п=| в (4.1.66). 
Имеем 


одночленное внутреннее разложение (одночленного 
внешнего разложения) =Вехр | 0 oa at). (4.1.97) 


одночленное внешнее разложение (одночленного 
внутреннего разложения) = — В. (4.1.98) 


Приравняв (4.1.97) и (4.1.98) в соответствии с условием сращи- 
вания (4.1.66), получим 


0 
B=a—pewo| 120 «| (4.1.99) 


Сформируем составное разложение. Для этого к (4.1.95) при- 
бавим (4.1.96) и вычтем (4.1.98); ee 


Ве — а «|+ |= —Bexp| — о. | 
В 


| +e ). (4.1.100) 


x exp| —" 


Положив a(x) =6 (х) =1, придем к 

у° = Ве-х + (и— Ве) e-*/* + 0 (8), (4.1.101) 
что соответствует (4.1.20). Положив a(x) =2x+1 и 6(х)=2, 
получим 


и= arene 3p) e~*’" + О (8). (4.1.102) 
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4.1.4. Уравнение Рейнольдса для скользящей опоры 


Распределение давлений в изотермическом сжимаемом слое 

в бесконечно длинной скользящей опоре (см. рис. 4.1) опреде- 

ляется из уравнения Рейнольдса, которое в безразмерных пере- 
менных имеет вид 

4 (hep 2 - 1.103 

(РР) =A д (Ph). (4.1.103) 

Здесь расстояние xX, толщина слоя A и давление р приведены 

к безразмерному виду с помощью следующих характерных пара- 


метров задачи: длины опоры вдоль направления движения L, 
толщины слоя смазки Т на заднем конце опоры и внешнего 
давления p,. Число Л определяется выражением Л = би. /p,T?, 
где и—вязкость жидкости, а И — скорость верхней поверхности. 
Граничные условия имеют вид 


р=1 при х=0и х=1. (4.1.104) 


Следуя Ди Прима [1969], будем искать асимптотическое решение 
этой задачи при больших Л, используя метод сращивания асимпто- 
тических разложений. 

Внешнее разложение ищем в виде 


© == py (х) + Л-1р, (х)+.... (4.1.105) 


Подставив это разложение в (4.1.103) и приравняв коэффициенты 
при равных степенях A~?, получим 


а 
= (hpo) =0, (4.1.106) 
d d d 


Поскольку эти уравнения являются уравнениями первого по- 
рядка, то одно из граничных условий должно быть опущено, 
и внешнее разложение будет непригодным вблизи этой границы. 
Так как fh и Л положительны, то по соображениям, анало- 
гичным тем, которые использовались в п. 4.1.2 и 4.1.3, придем 
к выводу, что должно быть опущено краевое условие при х=1. 
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Следовательно, условие р® (0) =1 вместе с (4.1.105) дает 


Ро (0) =1, p, (0) =0. (4.1.108) 
Поэтому решение для р, имеет вид 
й 
=, (4.1.109) 


а решение для р, имеет вид 


ho [h’ (0) —h’ (x) 


= aT (4.1.110) 


Это внешнее разложение необходимо дополнить внутренним 
разложением (решением в пограничном слое) вблизи х =1. Введя 
преобразование растяжения 


C=(1—x) 4°, ©о>0, (4.1.111) 
преобразуем (4.1.103) к виду 
qe = d ы 
Ao | he (ICA °) p |= —glh(I—CA~*) p]. (4.1.12) 
При Л -+ со это уравнение приводится к одному из трех видов 
а а 
д(2 а) при о > 1, 
Е =0 при о < 1, (4.1.113) 
а ар \ _ oe 
(Pat )=— прно 


Первые два случая должны быть отброшены. Действительно, 
решением второго уравнения является постоянная, а решение 
первого уравнения выходит на постоянную при б-+ою\, и, 
таким образом, оба эти случая не могут удовлетворить гранич- 
ным условиям. В третьем случае уравнение имеет первый ин- 
теграл вида 


рр = А, (4.1.114) 


где А — постоянная. Решение уравнения (4.1.114) имеет вид 
—C=p+Aln(p—A)+8, (4.1.115) 


где В— другая постоянная. Это решение, таким образом, явля- 
ется первым членом Р, внутреннего разложения 


р'=Рь (5) + А-*Р, (©)... (4.1.116) 


1) Точнее, ограниченные при G —+ oo решения первого уравнения (4.1.113) 
суть постоянные.— Прим. ред. 
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и, следовательно, оно должно удовлетворять краевому условию 
p(x=1)=1 или р! (6 =0) =1, что вместе с (4.1.116) приводит к 


Рь (0) =1. (4.1.117) 
Подставив (4.1.117) в (4.1.115), получим 
В=—1— Ап (1—4). (4.1.118) 
Следовательно, P, неявно определяется уравнением 
ЕР —1-+- АША. (4.1.119) 


Чтобы определить А, положим m=n=I1 в условии сращива- 
ния (4.1.66). Имеем 


одночленное внутреннее разложение (одночленного 


внешнего разложения) = Ay, (4.1.120) 
одночленное внешнее разложение (одночленного 
внутреннего разложения) = А. (4.1.121) 


Равенство (4.1.121) получено в результате разложения уравне- 
ния (4.1.119) при больших 6 с учетом неявной зависимости P, 
от 6. Приравняв (4.1.120) и (4.1.121) в соответствии с условием 
сращивания, получим 

ЯД =йЙ.: (4.1.122а) 


следовательно, 
a, 
=I 


—t=P,—l+h,In (4.1.1226) 
Составное равномерно пригодное разложение первого порядка 
в соответствии с 

уе = у -- у —(°)! 
имеет вид 


yo = pest Po (S)—My FO(A), (4.1.123) 


где Р, определяется из (4.1.1226). 


4.1.5. Несимметричный изгиб предварительно напряженных 
кольцевых пластин 


Рассмотрим теперь задачу о несимметричном изгибе предва- 
рительно напряженных кольцевых пластин, которую поставили 
Альцхаймер и Дэвис [1968] и которая обсуждалась в п. 2.2.4. 
Эта задача приводит к краевой задаче для обыкновенного диф- 
ференциального уравнения четвертого порядка (2.2.28) с краевыми 
условиями (2.2.29), (2.2.30). При =—0 уравнение (2.2.28) при- 
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водится к уравнению второго порядка (2.2.31), решение кото- 
рого, вообще говоря, может удовлетворить только двум из четы- 
рех краевых условий. Следовательно, его решение не будет при- 
годным в окрестности одной или обеих границ, где необходимо 
вводить пограничные слои. | 

С помощью рассуждений, аналогичных использованным 
в п. 4.1.2, 4.1.3, можно прийти к выводу, что пограничный 
слой будет образовываться в окрестностях обоих концов, т. е. 
при r=b и г=1. Пограничный слой при r=b характеризуется 
преобразованием растяжения 


и бе (4.1.124) 


Тогда в окрестности точки г==ё уравнение для и примет вид 


4? e а #2 2 d7u = du us? 
а one] “—laetipe ОН] = 0) 
(4.1.125) 
При r=1 пограничный слой характеризуется преобразованием 


растяжения 
n=(l—rje?, (4.1.126) 


и поэтому в окрестности точки r=1 u(g) должно удовлетворять 
уравнению 


а a | В 
dy? 1 а (1—2 а? 1—в ай (1—1) | ~* 


(4.1.127) 
Внешнее разложение. Будем искать разложение вида 
N-1 
ue= >) e"u, (г) +O (М) (4.1.128) 
n=0 


с помощью внешнего предельного перехода: e—>-0 при фикси- 
рованном г. Для этого, подставив это разложение в (2.2.28) и 
приравняв коэффициенты при равных степенях &, получим 


ав =0 при всех п, (4.1.129) 


откуда 
ии Bar, (4.1.130) 


где A, и В,— постоянные. Поскольку пограничный слой при- 
сутствует в обоих концах, то мы не можем использовать гра- 
ничные условия для определения этих постоянных. Они опре- 
делятся при сращивании внешнего решения с решениями в по- 
граничных слоях. 
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Внутреннее разложение в окрестности г ==. В этом случае 
внутреннее разложение мы будем искать с помощью внутрен- 
него предельного перехода в-—>0 при фиксированном & = 
= (7—6) =71. Пусть 


uf —U,(6)+eU,(8)+.... (4.1.131) 


Подставив это разложение в (4.1.125) и приравняв коэффициенты 
при равных степенях в, получим 


4? 4?0 
(а 1) Gat=0, (4.1.132) 
4? 420 | 4? \ dU 
(аа (2). нь. 


Это разложение должно удовлетворять граничным условиям 
(2.2.29), т.е. 


и! (© =0) =bea, o> (6 =0) =ea. (4.1.134) 

Последние условия вместе с (4.1.131) приводят к 
И, (0) =“, И, (0)=0, (4.1.135а) 
О, (0) =0, 0, (0) =а. (4.1.1356) 


Общее решение (4.1.132) имеет вид 
U, =a, +6,6+c,e*+d,e8. (4.1.136) 


Постоянная 4, должна быть равна нулю, иначе И, будет экспо- 
ненциально расти и его нельзя будет срастить с внешним раз- 
ложением. 

Краевое условие (4.1.135а) требует, чтобы 


by =Co, Ap tC, = ba. 


Таким образом, И, может быть записано в виде 
Uy == ба c,(e*+—1), (4.1.137) 


где Cy)—MOcTOAHHaA, которая должна будет определиться при 
сращивании. Чтобы произвести сращивание, положим m=n= 1 
в условии сращивания (4.1.66). Имеем 
4 Co (r —B) 
oe Bb ~ | ы 


ba, если Cy == 0. 


а (4.1.138) 


Следовательно, 
Cy=0, 42+ Ву =ba. (4.1.139) 
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Для того чтобы определить A, и By, требуется еще одно соот- 
ношение между ними, которое может быть получено только при 
сращивании внешнего разложения с внутренним при г =1. 

В этом примере можно было бы сразу выписать разложение 
до высших порядков и затем применить сращивание. При этом 
возникли бы громоздкие алгебраические выражения, пропор- 
циональные Cy. Вообще говоря, не удается определить внешнее 
и внутреннее разложения до любого порядка и затем применить 
сращивание для определения произвольных постоянных. Напри- 
мер, в задаче об обтекании тела при больших числах Рейнольдса 
приходится строить разложение последовательно шаг за шагом 
(см., например, Ван Дайк [1964]. 

Если U,=ba, то решение уравнения (4.1.133), удовлетво- 
ряющее краевому условию (4.1.1356) и не растущее экспо- 
ненниально, имеет вид 


U, ==, (5—1) + аб. (4.1.140) 
Чтобы определить C,, мы срастим двучленное внутреннее разло- 
жение с двучленным внешним разложением. Имеем 


двучленное внутреннее разложение (двучлен- 
ного внешнего разложения} = 


= + Bob+e [41 +86 ( В5—48) |, 41.141) 


двучленное внешнее разложение (двучленно- 
го внутреннего разложения) = ba + (c,+ &)х 
x (r — b) — гс.. (4.1.142) 


Приравняв (4.1.141) и (4.1.142) в соответствии с условием сращи- 
вания, получим 


So + Bb+e [ЕВ +(В№—51 |= 
=ba-+(c,-+a)(r—b)—ec,. (4.1.143) 
Поскольку €=(r—b)e-', имеем 


AL B.b=—c, By—S=o,+a. (4.1.144) 


Таким образом, мы имеем два уравнения для A,, В, и Gy; 
третье соотношение между ними получается при сращивании 
внешнего разложения с внутренним в точке г=1. 


Внутреннее разложение в окрестности точки г =1. Внутрен- 
нее разложение вида 


ul =U, (yn) в0, (1)... (4.1.145) 
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вблизи точки г=| будем искать с помощью внутреннего пре- 
дельного перехода =—+0 при фиксированном п= (1—7) =7*. 
Подставив это разложение в (4.1.127) и приравняв коэффициенты 
при равных степенях &, получим 


4? a0 
(a 1) ar =0, (4.1.146) 
42 420, _ 4? 40. 
(в) = (2-1). (4.1.147) 


Поскольку г = 1 соответствует 1 =0, то u! должно удовлетворять 
граничным условиям (2.2.30), т. е. 


dul 
ul =F =0 при n=0. (4.1.148) 
Эти условия в сочетании с (4.1.145) дают 
U,(0)=0, 0’(0)=0, (4.1.149) 
0. (0)=0, 0! (0) =0. (4.1.150) 


Решение задачи (4.1.146), (4.1.149), не растущее экспонен- 
циально, имеет вид 


0, =c, (2-1 9—1). (4.1.151) 


Чтобы определить с,, срастим одночленное внешнее разложение 
© одночленным внутренним разложением. Получим 


А-В = ——^, (4.1.152) 
откуда . 
Сб =0 и А, ЕВ, =0 (4.1.153) 
И ~ 
ПО: (4.1.154) 
Решив (4.1.139) и (4.1.153) относительно A, и B,, получим 
Аь = — Ваз. (4.1.155) 
"Следовательно, 
тая (т). (4.1.156) 


Поскольку U,=0, то решение задачи (4.1.147), (4.1.150), не 
растущее экспо.'енциально, имеет вид 


0, = с, (е-"-+ 1—1). (4.1.157) 
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Чтобы определить C,, срастим двучленное внешнее разложение 
с двучленным внутренним разложением. Имеем 


двучленное внутреннее разложение (двучленного 


внешнего разложения) =0 -|- = (2А,ч-- А, -- В,), (4.1.158) 
двучленное внешнее разложение (двучленного 
внутреннего разложения) =с,(1— г) — вси. (4.1.159) 


Приравняв (4.1.158) и (4.1.159) в соответствии с условием сра- 
щивания, И 


Ат, А, В = = —2%.. (4.1.160) 
Поскольку A, и В, определяются из (4.1.155), то (4.1.144) 


дает 
Qa 
Tee? 


а из (4.1.144) и (4.1.160) следует 


2ab (1- 53 2ab (1-5 
А, =e, By = Ст. (4.1.162) 


(es (4.1.161) 


Это завершает определение всех постоянных интегрирования для 
разложения второго порядка. 


Составное разложение. Сначала соберем все результаты пре- 
дыдущих трех пунктов 


wa (1, r)-+e т +9 +0 (e2), (4.1.163) 
—1)+0(%), (4.1.164) 


| ee __ gp 
ul =ba—e — (е 


wl 2% (em + п + 0(2?), (4.1.165) 
(швов (5 Jans ¢—1)+0(e%), (4.1.166) 
(uy = вт + 0 (3). (4.1.167) 


Таким образом, составное разложение, равномерно пригодное в 
интервале [b, 1], имеет вид 
ue = 4? +- ui и! —(u? )i— (11°)! = 

_ ba fl Qeab? [1-63 

= а Py Aas 


Га 
ет -- 0 (е?). = (4.1.168) 


= 


UP oe a os ae 
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4.1.6. Термоупругие поверхностные волны 


В п. 2.4.3 задача о термоупругих поверхностных волнах была 
сведена к решению алгебраических уравнений (2.4.35) для квад- 
рата волновой скорости x =с?. Прямое разложение для решения 
этого уравнения при малых в (см. п. 2.4.3) имеет вид 


( TR | 1— |) | 


x= Xz [1— 


веть) + О (2) (4.1.169) 


при малых ти 


x “2-4-5 | ти М? |} +0 (e2) (4.1.170) 


т—1 т— 


при больших т, где F(ck) и М (ck) определяются из (2.4.39) и 
(2.4.42) соответственно, и 


Xp =Ck А 0,2817 (квадрат скорости волн Рэлея). 


Скорость волн Рэлея является решением уравнения 


G (ch) = 1—cp. (4.1.171) 


Ясно, что разложение (4.1.169) становится непригодным, если 
ttl/xp. Действительно, х-—+ со, если т—+1/хр. Второй член 
разложения (4.1.170) показывает, что оно становится непригод- 
ным при т} |1, а из рассмотрения третьего члена следует, что 
пригодность этого разложения нарушается задолго до т=1 
Поскольку из (4.1.171) С (хь) =1— хр, то коэффициент при М? 
в (2.4.42) обращается в нуль, если т= 1/хр А 3,550. Следова- 
тельно, как М, так и х стремятся к бесконечности при т] 1/хр. 
Таким образом, оба эти разложения становятся непригодными 
при тр =1/xp. 

Чтобы определить разложение, равномерно пригодное для 
всех т, мы будем рассматривать вышеприведенные разложения 
в качестве внешних разложений и дополним их внутренними 
разложениями вблизи т==тр. Во всех примерах, рассмотренных 
до сих пор, нам приходилось применять преобразование растя- 
жения только к независимым переменным. Однако в этом случае 
мы нашли, что преобразование растяжения необходимо приме- 
нить как к независимой переменной т, так и к зависимой пере- 
менной х. Введем следующее преобразование: 


T—tTp 


x, 
2-8, X= 


T= 
TR *R 


=", O<m,n<l. (4.1.172) 
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Прежде чем делать замену переменных в (2.4.35), заметим, что 
1—1 (1-- =) + A]? = 
= (1-— хе 4)? — 2хте (1 —xt + A) +0 (8?) = 
= (1 —х1)*--2А (l—xt)+ 4? —2ехт(1 —xt+ A)+ О (Е?) = 
= (1 — xt) |2—xt—x-+ 2A — ext Set + O(8?). 
Следовательно, соотношение (2.4.35) может быть переписано 
в виде 


=х2т 2А 
Отит ( + az) +0(e). (4.1.173) 
После преобразования (4.1.172) получим 
; № 9 gi~3am/2 
Чтобы получить нетривиальный результат при е—+0, положим 
2 
Ш = п =з, 
тогда при =е-—+0 равенство (4.1.174) примет вид 
й __ 1 
Полагая 
2=х-Т, (4.1.175) 
можно переписать это уравнение в виде 
B4T7E=K, (4.1.176) 
где 
2 


К=——— о. 
У! — xp [1+G (хк)] 

Следовательно, решение этого кубического уравнения дает пер- 

вый член внутреннего разложения. Это кубическое уравнение 

имеет один или три корня в зависимости от того, положительно 

выражение 

К? T3 

РЕ 

или нет. При положительных или малых отрицательных Т вели- 

чина D положительна, и уравнение имеет только один действи- 

тельный корень: 


p= Vo —тк-иБ- Утк+иБ. чат) 
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При Т <<—3)/K2/4 существуют три действительных корня для &. 
В этом случае мы выберем тот, который определяется выраже- 
нием (4.1.177), если в нем изменить знак при D. Срастим это 
внутреннее разложение с внешними разложениями (4.1.169) и 
(4.1.170) и затем построим равномерно пригодные составные 
разложения. 

Разложение для OS TX тр. Срастим внутреннее разложение 
с внешним разложением (4.1.169), положив в (4.1.66) m=n=2, 
Имеем 


двучленное внутреннее разложение (двучленного внешнего 
разложения) = 


ха | 1-е Ут |, (4.1.178) 


двучленное внешнее разложение (двучленного внутреннего 
разложения) = 


= een Ут |: (4.1.179) 


Написав (4.1.179), мы нашли решение уравнения (4.1.176) при 
больших отрицательных значениях Т и выбрали корень 


gE=V—T Тб +. . при T—+—oo, (4.1.180) 


так как выражение (4.1.177) непригодно для больших отрица- 
тельных Т. Поскольку (4.1.178) и (4.1.179) равны, то внешнее 
разложение (4.1.169) фактически уже сращено с внутренним 
разложением, представленным (4.1.176). Поэтому составное раз- 
ложение, пригодное для всех О<т=< тр, дается выражением 


хе = 4° + x! — (х°)! = 


(i) 


aR п лег 


+0 [т т чо» (4.1.181) 


Заметим, что это разложение регулярно при т=тр, так как 
вклад в сингулярность члена порядка & в точности уничтожается 


членом в*/зК/И —Т. 

Разложение при т>тр. В этом случае Т положительно. 
Срастим внешнее разложение (4.1.170) с внутренним, положив, 
так же как и в предыдущем случае, m=n=2. Имеем 
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двучленное внутреннее разложение (двучленного внешнего 


разложения) = 
=Xp(l—e/8T), (4.1.182) 


двучленное внешнее разложение (двучленного внутреннего 
разложения) = 


T—TR 
=p [о +0-e]. (4.1.183) 


Так как выражения (4.1.182) и (4.1.183) равны, то эти разло- 
жения фактически уже сращены. Составное разложение, равно- 
мерно пригодное при т тр, имеет вид 


Ko =. 9 + x! (52)! ne 
вх +0 (22). (4.1.184) 


Найфэ и Неммат-Нассер [1971] первыми исследовали эту 
задачу с помощью метода сращивания асимптотических разложе- 
ний. Результаты этого пункта показывают, что внешнее и внут- 
реннее разложения, вообще говоря, не могут быть представлены 
в виде одинаковых асимптотических последовательностей, скажем, 
по степеням =. В этом примере внешние разложения строились 
по целым степеням а, в то время как внутреннее разложение 
по дробным степеням =. Кроме того, этот пример служит демол- 
страцией того, что неоднородность может возникать внутри об- 
ласти, а не только на границе, как это было в ранее рассмот- 
ренных примерах. 


4.1.7. Задача о космическом корабле Земля — Луна !) 


В примерах, обсуждавшихся до сих пор, асимптотические 
последовательности содержали либо целые степени 8”, либо дроб- 
ные степени =”/" малого параметра. В некоторых случаях эти 
асимптотические последовательности могут оказаться неспособ- 
ными представить решение. Тогда их приходится дополнять чле- 
нами, содержащими [ов (1/=), которые, будучи умноженными Ha 
любую дробную степень €, стремятся к нулю. Из настоящего 
примера видно, что следует иметь в виду тот факт, что может 
оказаться необходимым дополнить эти последовательности чле- 
нами, содержащими такие логарифмы, как 108 (1/=), log [log (1/=)], 
log {log [log (1/=)]}, или им эквивалентные. 

Рассматриваемая задача математически представлена уравне- 
ниями (2.4.7) —(2.4.9) вп. 2.4.2. Одномерная задача исследова- 
лась в п. 3.2.2 с помощью метода растянутых координат. 
В п. 3.5.3 показано, что в двумерном случае метод растянутых 
координат приводит к ошибочным результатам. 


1) См. примечание к п. 2.4.2.— Прим. ред. 
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Если вместо { в качестве независимой переменной выбрать x, 
то прямое разложение (полученное с использованием внешнего 
предельного перехода и —+0 при фиксированном x) дается выра- 
жениями (2.4.17) — (2.4.19). Было отмечено, что вблизи точки 
x=1 это разложение становится непригодным, так как второй 
член в разложении (2.4.18) имеет логарифмическую, а третий — 
алгебраическую особенность вблизи x=1. Величину неравно- 
мерности, а значит, и соответствующее преобразование растяже- 
ния, можно оценить, рассматривая отношение наиболее сингу- 
лярной части члена О (м?) к наиболее сингулярной части члена 
О (в). Эта оценка наводит на мысль, что областью неоднород- 
ности является |1—х =0 (в). Если бы мы взяли отношение син- 
гулярной части члена О (и) к первому члену, то пришли бы к 
выводу, что областью неравномерности является 1—x=O (е- м"), 
что неверно. 

Лучшим способом оценки величины неоднородности и опреде- 
ления преобразования растяжения является исследование по- 
рядка величины разных членов в уравнениях, как мы это делали 
в более ранних примерах. Введем преобразование 


1-х у 
c= Е =—- 
m y* 


‚ n=, auB>0, (4.1.185) 
py 


где t—BpeMA, необходимое для достижения x=1. Преобразуем 
(2.4.7) к виду 


@e ана) уланв  E 
а (a — pe eee ее eee 


Левая часть этого уравнения представляет собой ускорение кос- 
мического корабля; первый член правой части равен вкладу 
притяжения Земли в ускорение космического корабля, последний 
член представляет собой вклад притяжения Луны в это ускорение. 
Если мы пренебрежем силой притяжения Луны в сравнении с 
силой притяжения Земли, то мы получим внешнее разложение 
(2.4.12), которое непригодно в окрестности точки х==1. Таким 
образом, чтобы получить разложение, пригодное вблизи Луны, 
(т.е. х=1), надо считать, что вклад в ускорение космического 
корабля от притяжения Луны имеет тот же порядок, что и само 
ускорение, т.е. 


3a — 2B =1. (4.1.187) 


Этому условию могут удовлетворить бесконечно много значений 
а и В. Поскольку внутреннее разложение должно быть сращено 
с внешним, то скорость 4&/А\ в окрестности Луны должна иметь 
тот же порядок, что и скорость 4х/АЁ= О (1) вдали от Луны; 
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следовательно, 


R 
| 
> 


(4.1.188) 
Поэтому 


а=В=1 (4.1.189) 


и исходное уравнение может быть переписано с использованием 
внутренней переменной Ё =(} —х)и7* в виде 


ae 1—pé ‘ | 
Вт = +P Mea EEO) 


d2 
ip = eee 


y 

joe a Bee yay non 

Ниже мы рассмотрим одномерный случай. Лагерстром и Ке- 
воркян [1963Ъ] рассмотрели двумерный случай, а Лагерстром и 
Кеворкян [1963а] и Брекуэлл и Перко [1966] исследовали случай 
вращающихся центров масс. 

Положим y =O и проинтегрируем уравнение (2.4.7) с началь- 
ными условиями (2.4.10) при h=o=0. Имеем 


1 /а 1— 
x(a) set re: #0) =0. (4.1.192) 


Внешнее разложение (полученное с использованием внешнего 
предела и — 0 при x о имеет вид (упражнение 2.12): 


Уз =F xt в (5 x4 Vx— inte b=) -o(us, (4.1.193) 
При х—1 оно становится непригодным. Чтобы описать решение 
вблизи х=1, положим Ё= (1—х)и-'. Тогда уравнение (4.1.192) 
примет вид 


1 а 1— 
pH | a) = ote: (4.1.194) 


Используя внутренний предельный переход и —+0 при Ё фикси- 
рованном, будем искать внутреннее разложение в виде 


И =т +p7, (&)- О (p?). (4.1.195) 
Приравнивая коэффициенты при равных степенях р, получим 


(у =1++. (4.1.196) 


Общее решение этого уравнения имеет вид 
УТ, =—VE(E+1D+ArshVY Е-+ т, (4.1.197) 
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где т, и т, — постоянные, которые должны определиться при 
сращивании, так как это разложение непригодно вблизи x =0 
и мы не можем использовать начальное условие #(х =0) = 0. 

Чтобы произвести сращивание, положим m=n=2 в (4.1.66) 
и получим 


двучленное внутреннее разложение (двучленного внешнего 
разложения) = 


er [E+ g—in2t+ уши Ing], (4.1.198) 


двучленное внешнее разложение (двучленного внутреннего 
разложения) = 


= 1 | 1-х 
=И 3—1 +x—p [Z—In2Q—1,—F In = |} (4.1.199) 


Приравняв (4.1.198) и (4.1.199) в соответствии с условием cpa- 
щивания, получим 


V2u=2, пеш Шь. (4.1.200) 

Откуда 
ИЗи=з-+н [$—22-+ 5 Inp—VEEFT + ArshVE| +0). 
(4.1.201) 


Это разложение кроме членов О (в) содержит член п пи. 
Составное разложение, равномерно пригодное на интервале 
(0, 1], может быть получено в соответствии с 


te = f° ee t'—(t°), 
откуда 


V 2t = = eet tp) —in2+ у Ши--3 хз И х— 
—In(14-Vx)+&—-VEEED EFI) +ArshV | +01 и). (4.1.202) 


4.1.8. Обтекание сферы при малых числах Рейнольдса 


В качестве последнего примера рассмотрим задачу обтекания 
сферы при малых числах Рейнольдса, которая обсуждалась 
вп. 2.1.4. Этот пример отличается от предыдущих тем, что он 
описывается дифференциальным уравнением в частных произ- 
водных. Кроме того, он показывает, что иногда необходимо пре- 
образование сжатия, а не растяжения. Функция тока удовлет- 
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воряет уравнению в частных производных четвертого порядка 
(2.1.37) и граничным условиям (2.1.39) и (2.1.40). 


Разложение Стокса. В п. 2.1.4 было получено прямое раз- 
ложение (2.1.59), которое Лагерстром и Коул [1955] назвали 
разложением Стокса. Оно было получено с помощью так назы- 
ваемого предельного перехода Стокса: К —+0 при фиксирован- 
ном г. Как было отмечено в п. 2.1.4, разложение Стокса удов- 
летворяет условию (2.1.39) на поверхности сферы, но не удовлет- 
воряет условию на бесконечности (2.1.40). Таким образом, раз- 
ложение Стокса становится непригодным при г—+ oo (парадокс 
Уайтхеда). 


Разложение Озеена. Чтобы выяснить причину этой неравно- 
мерности, Озеен [1910] исследовал относительную величину 
„конвективных“ членов, которыми Стокс пренебрег, и „вязких“ 
членов, которые были Стоксом оставлены. Правая часть урав- 
нения (2.1.45) показывает, что 


пренебрегаемые члены =O (35) , (4.1.203a) 
в TO время как перекрестные члены, оставляемые в (2.1.42), 
равны 
ar [51656 | %=0 (3). (4.1.2036) 
Следовательно, 
о емые (Юг) при г-+о, — (4.1.203в) 


и разложение Стокса становится непригодным при г, возрастаю- 
mem до O(R7?2). 

К этому выводу можно прийти также, заметив, что причиной 
неравномерности является член — (3/16) Юг? sin? 9 с0$ 0 в частном 
решении, который He ведет себя надлежащим образом при г — oo. 
Следовательно, разложение Стокса пригодно, пока этот член мал 
в сравнении с членом —(3/4)rsin?9 в wp, и разложение Стокса 
становится непригодным, если эти члены имеют одинаковый по- 
рядок, т.е. если хЮ =0(1. 

Эти соображения позволили Озеену [1910] получить прибли- 
жение к потоку, пригодное везде. Это два первых члена того, 
что Лагерстром и Коул [1955] назвали разложением Озеена. 
Разложение Озеена получается с помощью предельного перехода 
Озеена: А -—+0 при фиксированном р = Rr. Отметим, что переход 
К р является преобразованием сжатия, а не растяжения. В но- 
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вых переменных уравнение (2.1.37) примет вид 


x 2 
DA = stant Yoo — Yo 55 +2 cte 0—2 48) Dry, (4.1.204) 


где 


D? = 


д? ав ( 1 3) (4.1.205) 


др? о? 00 \ 516000 


Поскольку общее решение дифференциальных уравнений 
в частных производных, вообще говоря, не известно, то, по-ви- 
димому, более удобно и целесообразно строить внутреннее и 
внешнее разложения последовательно, член за членом, приме- 
няя условие сращивания в качестве ведущего принципа при 
формировании этих разложений. Так как решение Стокса (2.1.51) 
равномерно пригодно, то мы можем найти первый член в раз- 
ложении Озеена, применив предельный переход Озеена в (2.1.51). 
Чтобы определить вид второго члена, используем условие сра- 
щивания 


одночленное разложение Стокса (двучленного разложения 
O3eeHa) =двучленному разложению Озеена (одночленного 
разложения Стокса) = 


5 ртр? 0—1 урзш? 0, (4.1.206) 


Таким образом, разложение Озеена (обозначаемое через pp?) 
должно иметь вид 


= ара, (р, )-+Т, (р, 0). (4.1.207) 


Первый член соответствует решению Стокса. Подставив это раз- 
ложение в (4.1.204) и приравняв коэффициенты при R, получим 


me 5) DY, =; (4.1.208) 


(D2 —cos 0-5 -+ 5 OO 


Это уравнение называется уравнением Озеена. Оно было полу- 
чено Озееном из физических соображений. 

Чтобы решить уравнение Озеена, мы, следуя Голдстейну 
[1929], положим 


Раф, = qel2/2) р cos 6, (4.1.209) 
и имеем 


(2—т)®=0. (41.210) 
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Вместо того чтобы искать общее решение уравнения (4.1.208), 
решая (4.1.209), (4.1.210), и затем использовать условие сращи- 
вания (4.1.206) для выделения членов, соответствующих решению 
Croxca, Праудмен и Пирсон [1957] срастили сначала Dp’ и 52°. 
Поскольку 

бе = 5 3120--0 (В), 

Яо = R*Dp° = RD*p, (р, 8) --О (К°), 


и условие сращивания означает, что 


(4.1.211) 


одночленное разложение Стокса (одного члена Dp’) = 
=одночленному разложению Озеена (одного члена Dp), 

(4.1.212) 
то получим 


одночленное разложение Стокса (ре, ) => sin? 0. (4.1.213) 


Чтобы удовлетворить этому условию, будем искать решение в виде 


ф= sin? Of (0). (4.1.214) 
Имеем 
и 22k 
—(S+7)F=0. (4.1.215) 
Решение для f, не растущее экспоненциально, имеет вид 
= А(1 += Jeraire, (4.1.216) 
Тогда 
рэ, — А (1 +=) sin? Ge 7 (1/2) р (1 cos 6), (4.1.217) 
Следовательно, 


одночленное разложение Стокса (ре) 727 sint 9. (4.1.218) 
В этом случае (4.1.213) дает А =3/4 и ОЧ, принимает вид 


DV, =F (1+4) зи бе-алора-езо, (4.1.219) 


Частное решение уравнения (4.1.219) имеет вид 


Ч р=5 (1 - cos 6) е-@/2) 0 @-соз 6). (4.1.220) 
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Поэтому 
=. > (1 4+-cos 6) е- (1/2) р (1 cos 6), (4.1.221) 


Тогда из (4.1.206) получим 


одночленное разложение Стокса: (9 =—5 (1 + cos 6). (4.1.222) 
Следовательно, Ф,, =—3(1--с0$ 0)/2 и разложение Озеена при- 
мет вид 
= aps 0? sin? 0—;5 (1 + cos @) [1—е- (1/2) p (= e088) 4 (1), 
(4.1.223) 


Второй член в разложении Стокса. Из уравнений (2.1.51), 
(2.1.52) и (2.1.58) следует, что разложение Стокса второго по- 
рядка имеет вид 


ws = (2+) sin? 0 
+R |-> [272—374 +) sin? 0 cos 0+ th | + 0(R?), 
(4.1.294) 


где \,.—дополнительное решение уравнения (2.1.52). Чтобы 
найти ,,, срастим два члена 1‘ с двумя членами 1р°. Имеем 


двучленное разложение Стокса: ф -— fp К (ф.„- :.). (4.1.225а) 


Запишем через и Озеена: 


= (2-2 2) sin? 6 + 
[а 
о ‚8). (4.1.2256) 


Двучленное разложение Озеена: = ape 0? sin? 0 + 
+z |— TP sin?0-4+— p? sin? 0 cos в) ++ 
-- члены порядка O(1) по R*p,, (4 $ в) |. (4.1.225в) 


| : 
Двучленное разложение Озеена: ф ~ xp; 9? sin? 8— 


5 (1 + cos 6) [1 —e-(/2) 0 a=c08), — (4.1.296а) 
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1 й 
Запишем через переменные Стокса: = > sin? 0— 


— 5% (1 + с030) [1 —е- (1/2) "В а -cos 6], (4.1.2266) 


1 : 
Двучленное разложение Стокса: = (5 ps г) sin? 9 + 


+27R sin? 0 (1—cos 0). (4.1.226B) 

Приравнивая (4.1.225в) и (4.1.226в) в соответствии с условием 
сращивания, получим 

одночленное разложение Озеена: (1р,,) = = r?sin? 0. (4.1.227) 


Это наводит Ha мысль, что решение надо искать в виде 


фе =F (г) sin? 0. (4.1.228) 
Тогда из (2.1.50) получим 
f(r) == саг Е с.г? ог + с—.г7т. (4.1.229) 


Условие сращивания (4.1.227) требует, чтобы с. =0 и с, =3/., 
в то время как граничные условия \ф, (1, 0) =ф,, (1, 0) =0 озна- 


3 
чают, что с, = C4i=%- Поэтому 


—5, 
weer aver 3 а 
ф =4( 27 —3r +7) sin?@+35R | (2r8=—3r +7) sin 9— 

— (27—37 + 1-2 +) sin® 0 056] +0 (В*). (4.1.230) 


Высшие приближения. Праудмен и Пирсон [1957] нашли, что 
частное решение для ф, содержит Inv, что приводит к появлению 
In А при сращивании. Это является еще одним примером, в ко- 
тором возникают логарифмы параметра возмущения в результате 
сращивания разложений, одно из которых содержит логарифмы 
независимой переменной. 


4.2. Метод составных разложений 


Составные разложения, полученные в п. 4.1.1—4.1.7, явля- 
ются частным случаем разложений вида 


у(х; в) = у°(х; ву! (Es г) — (15°) = уу — (у), (4.2. 1a) 
где у—зависимая переменная, е—малый параметр, х— внешняя 
переменная, б— внутренняя переменная. Составное разложение 
может рассматриваться как сумма двух членов F(x; =) = у°и 
а (5; e)=y'—(y°)', т. е. 

y(x; в) =F (x; =) ОС (5; &). (4.2.16) 
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Вместо того чтобы определять внешнее и внутреннее разло- 
жения, сращивать их и затем строить составное разложение, 
Бромберг [1956] и Вишик и Люстерник [1957] предположили, 
что решение имеет вид (4.2.16) и пригодно всюду. Следовательно, 
оно удовлетворяет всем граничным условиям. Взяв внешний пре- 
дел от (4.2.16) получим 


y°? (x; в) =F+G". (4.2.1в) 


Эта функция должна удовлетворять исходному дифференциаль- 
ному уравнению, выраженному через внешнюю переменную. 
Аналогично, функция 


yi=FI+G (4.2.1г) 


должна удовлетворять исходному дифференциальному уравнению, 
записанному через внутреннюю переменную. Чтобы найти приб- 
лиженное решение, F и С раскладывают по & и для каждого 
уровня приближения получают уравнения и краевые условия. 
Этот метод применил Чудов [1966] для вязкого обтекания пло- 
ской пластины. Вариант метода Бромберга заново открыл О’Мал- 
ли [1971. 

Другой метод составных разложений ранее был предложен Латта 
[1951]. В соответствии с этим методом предполагалось, что решение 
также имеет вид (4.2.16), но С является функцией внешней пере- 
менной и внутренней переменной &, которая имела более общий 
вид g(x)/O(e), а не x/S(e), причем функция © определялась 
в результате анализа. Кроме того, Латта исследовал внутреннее 
разложение и искал специальные функции, которые могут быть 
использованы для представления G(x, Е; #). 

Ниже мы проиллюстрируем оба метода, применив их к част- 
ным примерам. 


4.2.1. Уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами 


Рассмотрим задачу 
ey"+y’t+ty=0, О<х< |, (4.2.2а) 
у(0) =“, у(П=В. (4.2.26) 


Как показано в п. 4.1.1, прямое разложение становится непри- 
годным вблизи точки х=0, а чтобы описать поведение у в об- 
ласти неравномерности, вводилось внутреннее разложение, исполь- 
зующее преобразование растяжения & ===. Было показано, 
что внутреннее разложение содержит функцию e~&=e-*/. По- 
скольку при дифференцировании функция e-*/© выражается через 
саму себя, то нет других специальных функций, необходимых 
для представления составного разложения. Поэтому Латта пред- 
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положил, что у имеет равномерно пригодное разложение вида 
[= = [= 

y= def, (x) + е-= У, eth, (x). (4.2.3) 
n=0 n=0 


Подставляя (4.2.3) в (4.2.2а) и (4.2.26) и приравнивая к нулю 
коэффициенты при =” и "е-*/ для всех п, получим уравнения 
для f, HA, Уравнения для п=0, 1 и 2 имеют вид 


fotfo=9, h,—h, =0, (4.2.4) 
Aith=—fo m—h=h, (4.2.5) 
fatfhea=—fi, Mm—h, =f}. (4.2.6) 
Краевые условия имеют вид 
(1) =В, | (0) +h, (0) =a, (4.2.7) 
Ён (1) =0, |, (0) А, (0) =0 при п>1. (4.2.8) 


Здесь мы пренебрегли экспоненциально малыми членами e7!/£h,, (1). 
Решения уравнений (4.2.4) с краевыми условиями (4.2.7) 
имеют вид 


 =Ве!-*, И, =(a—fe) e*. (4.2.9) 


Подставив (4.2.9) в (4.2.5) и решив полученные уравнения при 
краевых условиях (4.2.8), получим 


р =В(1—х) е-*, |, =[-— Ве-- («— Ве) х] е*. (4.2.10) 


Подставляя решение первого порядка в (4.2.6) и решая получен- 
ные уравнения при краевых условиях (4.2.8), получим 


Ь=58 (1—4) (5—х) е1-*, 


jes | — 5 Be + (2a—38e) x4 (a—Be) | =. (421) 


Используя полученные решения, найдем разложение (4.2.3). 
Имеем 


y=6 [1+ 1—9 +5(1—) (6—2) | + 

+ а —ве--е [-— Be + (и— ве) | -|- 
+e? | ~ тве-+ (2а— Spe) x+ 5 (а— ве) "| bers +0 (6%), (4.2.12) 
Легко проверить, что внешнее разложение (предел при e—V 
и фиксированном х) первых двух членов этого разложения 


дается выражением (4.1.49), а внутреннее разложение (= —>0 при 
фиксированном 6 ==х/е) дается выражением (4.1.76). Таким обра- 
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зом, метод составных разложений дает равномерно пригодное 
разложение непосредственно без определения внешнего и внут- 
реннего разложений, сращивания их и построения затем состав- 
ного разложения. 

Найдем теперь разложение для у с использованием метода 
Бромберга и Вишика и Люстерника. Предположим, что 


у(х; в) =Р(х; #) +С(б; =) = 
=F, (x)-+G, ()-++e [F, (x)-+G, (6)] +e? [Fy (x)-+G, ()]-+ а (4.2.13) 
причем функцией С (5; =) вне внутренней области можно пренебречь 
(Бромберг [1956]), т. е. С (5; =) —*0 при €— oo, поэтому 

y? (x; в) =F (x; в) =F, (х)- :Р, (x)  =?Р,(х)-.... (4.2.14) 
ое x=eC, TO 

(x; =) =F, (0) + Gy (5) + = [Ро (0)6-+ Fi (0)  (, (6)] + 
+е* |+25(0) 5-2: (©) Е, (0) +6, ©) |+... (4.2.15) 


Так как предполагается, что функцией С (5; г) вне погранич- 
ного слоя можно пренебречь, то F(x; =) удовлетворяет гранич- 
ному условию у (1) =В. Следовательно, 


ЕР. (1) =В, 2, (1) =0 при nl. (4.2.16) 

Граничному условию у (0) =@ должна удовлетворять функция F-+-G, 
Ти. 

Ро (0) -|- С, (0) =, РЕ, (0) С, (0) =0 при n>. (4.2.17) 

Чтобы найти уравнения для F,, подставим (4.2.14) в (4.2.2a) 


и приравняем коэффициенты при равных степенях в, предпола- 
гая х фиксированным. Получим 


Pek =; (4.2.18) 

Р-Р, =— Ра при nal. (4.2.19) 

Чтобы определить уравнение для G,, выразим сначала (4.2.2а) 
через внутреннюю и. с. Имеем 


a ey = 0. (4.2.20) 


Подставляя (4.2.15) в (4.2.20), приравнивая коэффициенты при 
равных степенях = и считая € фиксированным, получим 


6:6, =0, (4.2.21) 
Gi+G,=—G,—F;(0)—F, (0), (4.2.22) 
6:46; =— G,—[F5 (0) + F5 (0) S—F5 (0) —F, (0) — Fx (0). (4.2.23) 
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Решение уравнения (4.2.18) при условии (4.2.16) имеет вид 
Fy=fe'-*. (4.2.24) 


Следовательно, из (4.2.17) G,(0)=a—Be, и, таким образом, 
решение уравнения (4.2.21), стремящееся к нулю при &-—+ oo, 
имеет вид 


= («— Ве) е-5. (4.2.25) 


Решение уравнения (4.2.19) при краевом условии (4.2.16) 
в случае п 1 имеет вид 


F, =В(1—х) е1-=, (4.2.26) 


что вместе с условием (4.2.17) дает С, (0) = — Ве. Подставляя 
выражения для Fy и Gy B (4.2.22), получим 


Gi + Ц, =— (a — Ве) e-$. 


Решение этого уравнения, подчиненное условию С, (0) = — Ве 
и стремящееся к нулю при & —* со, имеет вид 
G, = [(a—Be) с — Ве] e-§. (4.2.27) 


Переходя ко второму порядку, получим, что решение уравне- 
ния (4.2.19) при условии (4.2.16) имеет вид 


F,=5B(1—x)(5—x) е1-*=. (4.2.28) 


Поэтому из (4.2.17) получим С, (0) = —5Ве/2, и уравнение (4.2.23) 
примет вид 


Gy + 6, =— [(a—Be) — Ве] е-®. 


Решение этого уравнения при условии С, (0) = —5Ве/2, стремя- 
щееся к нулю при & — oo, имеет вид 


6, = [5 (и— Ве) + (#— 289) 5 — у Be] et. — (4.2.29) 


Таким образом, первые два члена результирующего равно- 
мерно пригодного разложения в точности совпадают с решением 
(4.1.81), полученным ранее с помощью метода сращивания асимп- 
тотических разложений. 


4.2.2. Уравнение второго порядка с переменными коэффициентами 


В качестве второго примера рассмотрим следующую задачу, 
которая является частным случаем задачи, рассмотренной в 
п. 4.1.3: 

гу" (2х Пи 2у=0, 0<х<1, (4.2.30) 
y(0)=a, (1) =p. (4.2.31) 


La 
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Поскольку коэффициент при y’ положителен, неравномерность 
будет иметь место в окрестности х-=0. Чтобы описать поведение 
у в области неоднородности, необходимо ввести преобразование 
растяжения б=хе-* и внутреннее разложение описывать с по- 
мощью функции e~>—e-*®. Поскольку задача содержит пере- 
менные коэффициенты, то у имеет равномерно пригодное разло- 
жение вида 


y= > ef, (x) tee У eth, (x), (4.2.32) 
n=O n=0 


где функция g(x), которая определится при анализе, эквива- 
лентна х прн х—+0. Подставляя (4.2.32) в (4.2.30) и (4.2.31) и 
приравнивая нулю коэффициенты при 6” и ="е-4 ®\ при всех п, 
получим уравнения для определения ©, f, и A,. Первые три 
уравнения и краевые условия имеют вид 


вов" [g’ —(2x + 1] =0, (4.2.33) 

(2х + I) fit 27, =0, (4.2.34) 

(—2g' + 2x + 1) hy +(2—g") Ay =0, (4.2.35) 
К (1) =В, № (0) +A, (0) =. (4.2.36) 


Чтобы существовало нетривиальное решение для Ay, в силу 
(4.2.33) требуется, чтобы 


5’ =0 или в’ =2x+1. (4.2.37) 


Первый случай (4.2.37) приводит к g==const и должен быть 
отброшен, так как g(x)/x—> 1 при х—0. Следовательно, 


= 4x. (4.2.38) 


Решение уравнения (4.2.34), подчиненное условию р (1) =f, 
имеет вид 
ЗВ 
К = (4.2.39) 


~~ Ox] 


Подставив (4.2.38) в (4.2.35) и решив полученное уравнение при 
условии (4.2.36), получим 


hy =a—38. (4.2.40) 


Поэтому 


y= т т (&— 38) е ht He +O (=). (4.2.41) 
Рассмотрим далее применение второго варианта метода состав- 


ных разложений в этой задаче. В этом случае можно приме- 
нить (4.2.13)—(4.2.17). Подставляя (4.2.14) в (4.2.30), прирав- 
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нивая коэффициенты при равных степенях € к нулю и полагая x 
фиксированным, получим 


(2x-+1) Fj) +2F, =0, (4.2.42) 

(2+ ПР + 2F, =— Fo. (4.2.43) 

Чтобы получить уравнение для G,, выразим (4.2.30) через 
внутреннюю переменную & =х/е. Имеем 


ЕН + Qet) oy = 0. (4.2.44) 


Подставляя (4.2.15) в это уравнение, приравнивая коэффициенты 
при равных степенях = и считая б фиксированным, получим 


оО, (4.2.45) 
С 9G. = OF, 10) F. (0), (4.2.46) 


Решение уравнения (4.2.42), подчиненное условию (4.2.16), 
имеет вид 


pee. (4.2.47a) 


2x-+- | 


Это выражение вместе с (4.2.17) дает G,(0) =a—3p. Следова- 
тельно, решение уравнения (4.2.45), стремящееся к нулю при 
& —> со, имеет вид 


G, = (&— 38) е-5. (4.2.476) 
Подставляя выражение для F, B (4.2.43) и решая получен- 
ное уравнение при условии (4.2.16), придем к 


_ 88 (I= %) (24-4) 
в. eee (4.2.48) 


Тогда (4.2.17) дает С, (0) =—16B/3, a о принимает вид 
Gi + Gi = 2(a— 3B) ($ — Пе 


Решение этого уравнения, стремящееся к нулю при €—> oo, 
имеет вид 


Ge. [38 +в) е-. (4.2.49) 
Поэтому | 
_ _ЗВ 8B (1 —х) (2-х) = 
ое a le a 


—= [38+ @—38) | e%40(e%). (4.2.50) 
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4.2.3. Краевая задача с начальными условиями для 
уравнения теплопроводности 


В качестве третьего примера применения метода составных 
разложений рассмотрим краевую задачу с начальными условиями 
для уравнения теплопроводности, поставленную Келлером [1968]. 
Предположим, что температура u(x, [; =) зависит от одной про- 
странственной переменной x, которая изменяется от 0 до (et), 
где $ — известная функция, а =—малый параметр. Таким обра- 
зом, В —слабо меняющаяся функция #. Математически задача 
записывается в виде 


ПИ. O0<x<bd(et), (4.2.51) 
и (0, t)=@(et), ul[b(et), t]=0, (4.2.52) 
u(x, 0) =ф(х), 0<х=<(0). (4.2.53) 


Заменив переменную # на t=et, уравнение (4.2.51) и краевые 
условия (4.2.52) перепишем в виде 
вии...  0<х=< (т), (4.2.54) 
и (0, т) =ф (т), и[Ь (т), tT] =0. (4.2.55) 
Поскольку е умножается на U,, то прямое разложение метода 
возмущений при малом = и фиксированном т не может, вообще 
говоря, удовлетворить начальному условию (4.2.53) и неравно- 
мерно вблизи т=0 всюду, за исключением окрестности концов. 
Чтобы описать поведение функции и в окрестности ¢ =O, необ- 
ходимо применить преобразование растяжения {==т/=. Как под- 
твердится ниже, функция, описывающая поведение в этой области, 
имеет вид exp[—g(t)/e], где 2 (т)/т —1 при т—0. Поэтому 
предположим, что равномерно пригодное асимптотическое разло- 
жение для и имеет вид 


fo} 


и= BD erfa(x, ета Banh, (x, 1). (4.2.56) 


Подставляя это разложение в (4.2.53)—(4.2.55) и приравнивая 
к нулю коэффициенты при =” и в"е-@ "У для всех п, получим 
Ко, хх = 0, Ро (0, т) =ф (т), ho [b (T), т] =0, (4.2.57) 
Пока’ =0, A,(O, t)=0, Ay (b(t), т] =0, (4.2.58) 
о (х, 9) Е № (x, 0) =$(х), 0<х5(0) (4.2.59) 

и при я > 1 
+ Fay xx == baat [ (4.2.60) 
Ил, хх На’, № Mn (0, =A, [6 (т), 1] =0, (4.2.60) 
Пк’ И = Ал И, (0, т) =A, [6 т), *|=0, (4.2.61) 
; (4.2.62) 


— 
3 
me 
— 
a 
~—— 
|| 
3 
=. 
ira a 
~~, 
a 
= 
foals 
| 
oO 


> 


Г» (х, 0) +4, (х, 0) = 
где через g’ обозначено dg/dt. 
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Решение задачи (4.2.57) имеет вид 
| x 
fy = (т) sa |. (4.2.63) 


Поскольку краевые условия для A, однородны, TO уравнение для 
hy имеет нетривиальное решение, только если g’ равно одному 
из собственных значений 


= Ear Be nea. (4.2.64) 
Соответствующие нормированные собственные функции имеют вид 
ee [| “sings. (4.2.65) 

Следовательно, 
hy = @ (т) у» (х, T), (4.2.66) 


где а, —неизвестная пока функция, которая определится при 
исследовании уравнения для Ay. 
При известном fh, уравнение (4.2.61) в случае n=1 примет 
ВИД 
A, ‚хх + ай, Е @оХ» ах QoXk, т, 
в О, |0. (4.2.67) 


Предположим, что A, может быть разложено по собственным 
функциям у», т. е. 


hy = Ус, и, sD. (4.2.68) 


Подставляя (4.2.68) в (4.2.67) и используя тот факт, что XY, „„= 
= — &$)., получим 


p> (ВЕ — 85) sks = ke + oXe, т. (4.2.69) 


Если мы теперь умножим это уравнение Ha yx, и проинтегрируем 
от х=0 до b(t), то правая часть обратится в нуль, так как ух, 
ортогональна у; при Ё==$, а 5. =» при Е =$. Поэтому 
(tT) 
\ (ад + aoe, чин) 4х = 0. (4.2.70) 
0 
Это является условием разрешимости задачи (4.2.67). Поскольку 
(т) 
\ ах =I, (4.2.71) 


0 
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b(t) B(T) 
d eee 
= Va dx=O0O=0’ (t) у [6 (т), =] --2 | wate, «ах =0. от 


0 
Так как у» [2 (т), tT] =0, то 
(t) 


\ ХьХь, «Ах =0. (4.2.73) 
0 


Следовательно, (4.2.70) и (4.2.71) приводят к 
Os CONS, (4.2.74) 


Поэтому решение нулевого порядка имеет вид 


и (xX, т; =) =ф (т) sa | 4 


k=] 


+ Say [soy] "sin пре] ив - 9% | +000), (4.2.75) 


где а, — постоянная, определяемая равенством 
5(0) 


a, = Eo | {y (x) —@ (0) 1-5 зи dx. (4.2.76) 


4.2.4. Ограничения метода составных разложений 


При попытке применить метод Латты к нелинейным задачам 
могут возникнуть осложнения. Кроме того, могут возникнуть 
трудности, если для описания поведения рассматриваемой функции 
во внутренней области необходимо использовать большое число 
специальных функций. Несмотря на эти ограничения, этот метод 
является отправной точкой для развития метода многих масшта- 
бов, описанного в гл. 6. 

Модифицированный метод составных разложений Бромберга, 
Вишика и Люстерника преодолевает эти осложнения, как будет 
показано на примере применения этого метода к нелинейному 
уравнению 


1 Гах 2 I—up |? с 
5(#) Е. EOS; (4.2.77) 


описывающему одномерную задачу о космическом корабле Земля— 
Луна, которая изучалась в п. 4.1.7 с помошью метода сращи- 
вания асимптотических разложений. 
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Предположим, что составное разложение имеет вид 
2 (x; №) — Ро (x) + Ч, (8) в LF, (х) -- 6, (Е)] + ..., (4.2.78) 


где &=(1—х)/и-— внутренняя переменная, найденная в п. 4.1.7, 
и С,—0 при & с. Начальное условие (0) =0 дает 


PO SFP (0 =0. (4.2.79) 
Из (4.2.78) имеем 
= F,(x)+pF,(x)+.... (4.2.80) 
Это разложение, будучи подставленным в (4.2.77), дает 
РР, (4.2.81) 
Beads gt, | 
Fo |" 


Решения этих уравнений, подчиненные условиям (4.2.79), имеют 
ВИД 


V 2F,= eh 


co| to co] bo 


1+ Их (4.2.82) 


ns = 1 
ны. test 
V 2F, VhtV x 5 In ae 


Из (4.2.78) и (4.2.82) следует 
ИЗ -+И 26, +в [- +5 + ут +V 2G, | + 
(4.2.83) 


Чтобы определить С, и G,, перейдем в уравнении (4.2.77) к внут- 
ренней переменной &. Имеем 


1 а 1— 1 
a (2 ры ea 2 ole (4.2.84) 


Подставляя (4.2.83) в это уравнение и приравнивая коэффици- 
енты при равных степенях р, получим 


Оби =0, (4.2.85) 
5 ’ 1 \-/ 
[И 24, + тЁ—| =—(1+=) | (4.2.86) 
Решение уравнения (4.2.85), стремящееся к нулю при Ё-хоо, 


есть С, =0, в то время как решение уравнения (4.2.86), стремя- 
щееся к нулю при Ё&->со, имеет вид 


И 9G, =—E—-VEE +1) + Arsh V E—+ In§ +-4—In2. (4.2.87) 
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Подставляя в (4.2.78) выражения для Fy и F, из (4.2.82) и 
используя найденные значения С, и G,, получим разложение, 
в точности совпадающее с (4.1.202), которое было получено с по- 
мощью метода сращивания асимптотических разложений. 


Упражнения 
4.1. Рассмотреть задачу 


ey” +-y' = 2x, 
y(O)=a, у(П=В. 
(a) Определить трехчленное внешнее разложение. 
(6) Определить трехчленное внутреннее разложение. 
(в) Срастить оба эти разложения и построить составное разложение. 
(г) Определить трехчленное равномерно пригодное разложение, используя 
метод составных разложений (МСР) и сравнить результат с результатом (в). 


4.2. Определить разложения второго порядка (трехчленные разложения) 
для задачи 
ey” — у’ = 2x, 
у (0) =a, y (1) =, 


используя а) метод сращивания асимптотических разложений (MCAP) и 6) MCP. 


4.3. Определить равномерно пригодные разложения второго порядка для 
задач 


ey” + (2х-- 1) y’+2y=0, 
y(0)=a, y(l)=f, 


используя a) MCAP, 6) метод Латты и в) метод Бромберга — Вишика — Люс- 
терника. 


4.4. Определить равномерно пригодные разложения первого порядка для 
задачи 
ву" — а (хи 6 (x) и=0, a(x) > 0, 
у (0) =“, и(П=В, 


используя а) МСАР и 6) MCP. 


4.5. Рассмотреть задачу 
ey’ — у’ +y=0, 
у (0) =, y(I)=B, у(Ш=\. 
а) Показать, что пограничный слой существует у обоих концов и характе- 
ризуется преобразованиями растяжения 
| =х/е и 6=(1—х)/. 


6) Определить равномерно пригодное разложение второго порядка, исполь- 
зуя МСАР. 
в) Определить разложение второго порядка, используя МСР и полагая 
y= F (x; в) НС (п; &)-Н (5; 8), 
где С -»0 при \ > и Н -›0 при Emo. 
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4.6. Определить равномерно пригодные разложения первого порядка (дву- 
членные равномерно пригодные разложения) для задачи (2.2.28)—(2.2.30), 
используя оба варианта МСР. 


4.7. Показать, что МСАР не может быть использован для получения рав- 
номерно пригодного разложения для 
ву" +y =f (x), 
y(0)=a, y(l)=B. 
Можно ли из этого примера заключить, что MCAP неприменим к задачам 
колебаний? 


4.8. Рассмотреть задачу, определяемую (2.2.28) при а < г=< 6 с граничными 
условиями 


du 
и (5) = ba, тр (6) =а. 


Определить двучленные равномерно пригодные разложения, используя а) МСАР 
и 6) MCP. 


4.9. Колебания балки с жестко закрепленными концами описываются 
уравнением 

„@и d®u 

та FA 

dx4 ах? 

u (0) =u (1) =u’ (0) =u! (1)=0. 


Определить разложение первого порядка при малых & для ии ^. 


= Аи, 


4.10. Теплопередача в одномерном стационарном потоке без диссипации 
описывается краевой задачей (Ханкс [1971]) 


т0=ть ТОТ, 


Определить разложения первого порядка, используя а) МСАР и 6) два вари- 
анта МСР. 


4.11. Определить равномерно пригодное разложение первого порядка для 
уравнения 


(fey) + (2+ у=0,  y(l)=Ae-}, 


используя МСАР. Можно ли сделать вывод, что метод растянутых координат 
(МРК) является более пригодным к таким задачам? 


4.12. Определить одночленные разложения для решения задач 
ey” (2х 1) у’-- у? =0, 
у (0) = y(lI)=f, 
используя МСАР и МСР. 
4.13. Определить одночленные разложения для 
у’-ра (х) у’ и? =0, 
у (0) =, y(l)=f, 
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используя МСАР и МСР, если а(х) а) отрицательно и 6) положительно на 
интервале 0 = х= 1. 


4.14. Определить разложение первого порядка для задачи из предыдущего 
упражнения, если а (x) имеет простой нуль p, где О = и |. 


4.15. Определить равномерно пригодные разложения первого порядка для 
ву" + уу’ —У—0, 
у (0) =х УВ, 
используя МСАР и МСР. 


4.16. Ламинарный поток в канале с пористыми стенками в случае всасы- 
вания приводит к задаче (Праудмен [1960]; Террил и Шреста [1965]) 
вис (©), 
(0) =1—а=а, | (0)=0, 
Г()=Ь ГР) =9. 
При положительных а: а) показать, что внешнее и внутреннее разложения 
первого порядка имеют вид 
fo=ach xb + ef, (х)-|..., 
fi=1+eB(l—yn—e-1)+..., n=(lL—x/e, 
B=ab+eB,+.., x=— В?, 


и определить 6, В, В: и fy; 6) сформировать составное разложение; в) опреде- 
лить разложение первого порядка, используя МСР. 


4.17, Рассмотреть задачу из предыдущего упражнения в случае a < 0. 
a) Показать, что равномерно пригодное разложение дается выражениями 
fo=l—ataxtef, (х)-..., 
р=1-а (1 —и—е-")--...  ц=(1-—х)/, 
re) 


ima} —— (1—f—e§)+.., 6=(@— 1) х/ь, 
p=a+eP,+..., c= В, 


и определить f, и fy. 
6) Построить составное разложение. 
в} Определить разложение первого порядка, используя MCP, 


4.18. Рассмотреть задачу 


EU ey Риц а (х) их =0, 
и (0, y) =F; (y), и (1, у) = Fy (и), 
и (х, O)=G, (x), и(х, 0 =0, (x). 


а) Показать, что пограничный слой присутствует при х=0, если a(x) > 0, 
и при x=1, если a(x) < 0. В первом случае он характеризуется переменной 
Е х/ё, a во втором — 6 == (1 — х)/8. 

6) Найти уравнения, определяющие первые члены внешнего и внутреннего 
разложений, и срастить эти разложения. 

в) Используя метод Латта, показать, что 


U=A (x, УВ y)e WE --0 (2), 
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где 
0 (x)= | a(x)dx при a(x) >0 
0 
и 


1 
9 = (a(x) ах при a(x) < 0. 


x 


Определить уравнения для А и В. 


4.19. Рассмотреть задачу 
& (ихх + Uyy) +a (x, y) ux +O (x, у) и=0, 
и (x, 0) =F, (x), и (Xx, 1) = F, (x), 
и (0, y)=G,(y), u(l, y)=G, (y). 
a) Найти уравнения для первых членов внешнего и внутреннего разложе- 
ний и срастить эти разложения. 


6) Использовать МСР для получения равномерно пригодного разложения 
первого порядка. 


4.20. Рассмотреть задачу 
=? у\и а (х, у) Ихх 6 (х, у) Uy с (х, у) и, =0, 
u(x, 0) =Ё, (x), u(x, 1) =Р. (x), 
и (0, у) =0, (у), и(у=0, (9). 


Определить уравнения для первых членов внешнего и внутреннего разложений 
и срастить их. 


4.21. Используя MCP, получить равномерное разложение при больших В 
для задачи (2.1.37)—(2.1.40), описывающей обтекание сферы. 


FJIABA 5 


Вариация произвольных постоянных 
и метод усреднения 


5.1. Вариация произвольных постоянных 


Эта методика первоначально была развита для решения не- 
однородных линейных уравнений при условии, что известны 
общие решения соответствующих однородных уравнений. В каче- 
стве примера рассмотрим общее линейное неоднородное уравне- 
ние второго порядка 


Ур (ху +4 (x) y=R (x). (5.1.1) 


Пусть и, (x) и х) —два линейно независимых решения соот- 
у 1 2 

ветствующего однородного уравнения. Будем искать решение 
уравнения (5.1.1) в виде 


y = Ay (x) и, (x) НА, (*) у, (х), (5.1.2) 


где функции A, и A, подлежат определению. Отметим, что в вы- 
ражении для общего решения однородной задачи величины А, 
и А, являются постоянными, в неоднородном же случае они 
могут изменяться. Отсюда и название метода — „вариация произ- 
вольных постоянных“. 

Дифференцирование (5.1.2) по х дает 


у’ = Ayy + А,у, + Аш, + Ayo: (5.1.3) 
Поскольку для трех неизвестных функций (A,, A,, и) имеем всего 


два уравнения — (5.1.1) и (5.1.2), —то мы вольны наложить на 
A,, As, у еще одно условие. Потребуем, чтобы 


Avy, + Ay, =0. (5.1.4) 
Тогда (5.1.3) примет вид 
у’ = Ay + Aad. (5.1.5) 
Дифференцирование (5.1.5) по x дает 
y" = Ay t А, Ain + Аз». (5.1.6) 


Подставляя в (5.1.1) выражения для у, и’, ИУ’ и используя 
тот факт, что у, и у, являются решениями соответствующего 
однородного уравнения, получим 


А, у: + Азу, = В. (5.1.7) 


5.1. Вариация произвольных постоянных 175 


Решив систему (5.1.4), (5.1.7) относительно A; и A}, получим 


‚ _ __ R(X) Ye (x) 

А: =— У, (5.1.8) 
A= A 0. (5.1.9) 
Величина W(x) называется вронскианом и задается равенством 
W(X) = у, (%) у; (х) — и (х) и, (<). (5.1.10) 

Общее решение уравнения (5.1.1) примет вид 
Y = C14; (X) +. сы» (х) + ур (Х), (5.1.11) 
где с, и C,—NOCTOAHHbIe, а частное решение у, задается формулой 
у (х) =| Yi (4) Yo rin (t) y1 (x) R (t) dt. (5.1.12) 


Xo 


Изложенная методика обобщена и может применяться для 
нахождения решений в задачах, где неоднородность представлена 
функцией как зависимой, так и независимой переменной. Причем 
зависимая переменная может входить в правую часть и нелиней- 
ным образом. Ниже будут рассмотрены два примера; первый из 
них —линейный, второй — нелинейный. 


5.1.1. Решения уравнения Шредингера, зависящие от времени 


Рассмотрим уравнение Шредингера 


ho 
AW +55 = — Hy (5.1.13) 


при однородных граничных условиях. Здесь H, и Н, — линейные 
операторы, соответственно независящий и зависящий от времени. 
Предположим, что уравнение 
в д _ 
Ноф cat rey ee (5.1.14) 


при тех же однородных граничных условиях имеет решение 


= У a,u, (х) с, w, =22E,. (5.1.15) 


nal 


Здесь a, — постоянные, и, и E,,—COOTBETCTBEHHO собственная функ- 
ция и принадлежащее ей собственное значение задачи 


Ной = Ей (5.1.16) 


176 Гл. 5. Вариация произвольных постоянных и метод усреднения 


при тех же однородных условиях. Собственные функции u,, пред- 
полагаются ортонормированными в некоторой области D. 
Следуя Дираку [1926], мы будем предполагать, что решения 
возмущенной задачи имеют тот же вид (5.1.15), но величины а, 
меняются во времени. Подстановка (5.1.15) в (5.1.13) дает 


= -ю day -i@ 
M4, Ни, (1) — Ени, (хе Е и, (хе ‘= = 


n=l n=l 


--Ун, [ави, (хде т]. (5.1.17) 


В соответствии с (5.1.16) первое слагаемое в левой части этого 
уравнения обращается в нуль, и тогда (0.1.17) принимает вид 


wD 

<“ da -io,t _ 21 27 nl = 

У, FB un (x) en! = zat A, [ани (хе |. (5.1.18) 
n=l ie 

Умножая (5.1.18) на u,,(x), интегрируя по области D и исполь- 

зуя ортонормированность функций и„, получим 


Am У, ela! Hans (5.1.19) 
где 
Fin = \ Um (X) Hy [ани (x) ем | ах. (5.1.20) 
D 


Если H, не содержит производной no ¢t, то (5.1.19) запи- 
шется в виде 


Е У ов На (5.1.21) 


где 
Onn = (Ен — Е»), Язь =) tn (8) Hy [uy 60] ах. (5.1.22) 
р 


Уравнение (5.1.21) эквивалентно полной задаче, определяемой 
уравнением (5.1.13). Если Н, является малым возмущением, т 
мы можем разложить аи в ряд 


т аи: (5.1.23) 


где а„,-— постоянная, которая равна a, при Ё==0, и выполнено 
бп, KQ@min-1). Тогда первое приближение к а„ будет задаваться 
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уравнением 
fom — = __ 24 ant 5 a, ети! Яны (5. 1 24) 
n=] 


Если, кроме того, будем иметь Q,, =6,,, то (5.1.24) запишется 
в виде 


dam 271 г их 
Gt A om! Hap. (5.1.25) 


Положим, для примера, 
Ap =f (x) sin of. (5.1.26) 
Тогда 
Han = ban sin of = — > iF mt (ee at ies (5.1.27) 
где 


Link =\u, (x) F(x) Up (x) ах 


D 


Подставляя эти выражения в (5.1.25) и разрешая относительно 


а„,, получим 
(о ь +0) 1 Г (® в-9) 1 
Tf m aE is —г ео all 
Am, =i eee oo ‚ mAR, (5.1.28) 


5.1.2. Пример нелинейной устойчивости 


Метод вариации произвольных постоянных в сочетании с раз- 
ложением по собственным функциям был развит и широко при- 
менялся в нелинейных задачах об устойчивости следующими 
авторами: Стюартом [1958], [1960а, bl, [1961], Ватсоном [1969], 
Экхаусом [1965], Рейнольдсом и Поттером [1967]. Эта методика 
приобрела единообразие и получила последовательное изложе- 
ние благодаря Экхаусу [1965]. 

Для описания этой методики рассмотрим вслед за Экхаусом 
[1965] следующий пример: 


L(g) —3$ =F (@), (5.1.29) 


где [/— линейный, a Р(ф)--нелинейный операторы. Предполо- 
жим, что L зависит от одной пространственной переменной, ска- 
жем, х, с областью изменения О<х<1, и что функция ф 
удовлетворяет линейным однородным граничным условиям 


В, ($) =0 при х=0, В,($)=0 при x=1. (5.1.30) 
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Очевидно, что линейная задача 


1 ()— 9 =0 (5.1.31) 


при граничных условиях (5.1.30) допускает решение вида 
p =u (х)е-м, (5.1.32) 


причем 
(и) + Ли =0, (5.1.33) 
В, (и) =0 при х=0, В,(и)=0 при х=1. (5.1.34) 


Предположим, что задача Ha собственное значение (5.1.33), 
(5.1.34) разрешима для счетного множества собственных значе- 
ний A, (действительных или комплексных), соответствующих 
собственным функциям и„. Собственные числа предполагаются 
отличными друг от друга и пронумерованными так, что Вей, > 
> Кел,-,. Пусть Ё —самосопряженный оператор, так что соб- 
ственные функции и, являются взаимно ортогональными. Пред- 
положим, что они нормированы согласно условию 


1 


ин (X) ии (x) dv = Bray (5.1.35) 
0 


Тогда общее решение линейной задачи запишется в виде 
А, 1 
ф = Хаи, (хе ^"', (5.1.36) 


где а„— постоянные, определяемые из начальных условий. 

Предположим, что решение нелинейной задачи также выра- 
жается в виде (5.1.36) с a,, зависящими от времени, и запишем 
его в форме 


iv) 


P= © А, (и (2), (5.1.37) 


где принято A, =a, exp(—A,t). Подстановка (5.1.37) в (5.1.29) 
дает 


© 


УХА, [ea (9 180 (t) Uy (2) = 


n=l 


= » A, (t) 4, in| ; (5.1.38) 
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Поскольку L(u,)=—A,u,, то (5.1.38) можно переписать в виде 


= pe + 1, А, (0 uated =F |S A,, (t) Up, 9 (5.1.39) 


п=1 n=] 


Помножая (5.1.39) на и„(х), интегрируя or x =0 до x=1 с уче- 
том условия ортонормированности (5.1.35), получим 


1 


мА, =— (Е FS aa (би ©) i (5.1.40) 


0 


nO: ec nn Cee 

Если L не является самосопряженным оператором, то соб- 
ственные функции и, не будут взаимно ортогональны. Однако 
можно определить сопряженный к L оператор М, удовлетво- 
ряющий условию 


pL (фь) — фь М (ф,) =Z [Р (фи, 4), (5.1.41) 


где ф,, ф,—функции x; Р—билинейная форма. С учетом этого 
определения сопряженную задачу можно задать с помощью 
уравнения 


Mu+iu=0 (5.1.42) 


и граничных условий обращения в нуль формы Р (и, и) в обеих 
точках х=0и x=1. Тогда функции u, и и, окажутся ортого- 
нальными и могут быть нормированы условием 

1 


и, (X) hy (X) dx = Sinn (5.1.43) 
0 


Данный случай рассматривается так же, как и самосопря- 


женный с заменой и„(х) на Um (x). В частности, (5.1.40) при- 
нимает вид 


1 


4 
cot he A [А g(t) ie AD ee ee (5.1.44) 
a= | 


0 
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5.2. Метод усреднения 1) 
5.2.1. Методика Ван-дер-Поля 


В данном пункте описывается методика, развитая Ван-дер- 
Полем [1926] для исследования периодических решений уравнения 
4?н du 


TE Фиш = € (1— и?) + ek cos MM, (5.2.1) 


‘носящего его имя. Величина в в (5.2.1) предполагается малой, 
^ (частота возбуждения) считается отличной от w, (собственной 
частоты) на малую величину порядка в. В этих предположениях 
решение уравнения (5.2.1) ищется в виде 


и (Е) =a, (t) cos At +a, (t) sin АЕ, (5.2.2) 
где а, (t) и а. (1) предполагаются слабо меняющимися функциями 
времени, а именно da,/dt =O (e), d®a;/dt® =O (e?). 

Дважды продифференцировав (5.2.2), получим 
и —=— Na, cos АЁ— Аа, sin At —2a,A sin At + 
+2a,r.cosit-+a,cosdt+a,sin dt. (5.2.3) 


Здесь точка над буквой означает дифференцирование по времени. 
Подставим (5.2.2), (5.2.3) в (5.2.1) и отбросим члены, порядок 


которых выше €, вспоминая, что а; =0 (в) и а; =0 (е?). Прирав- 

нивая коэффициенты при cos АЁ и sin At в обеих частях, получим 
: (8 

24, + ~F% а, — ва, (1—6) =0, (5.2.4) 


2 
A? — wo 


= a, —ea, (1—6) =e, (5.2.5) 


2a, — 
где принято обозначение 


==“. (5.2.6) 


Обращаясь к изучению периодических решений уравнения 
(5.2.1), отметим, что они соответствуют стационарным решениям 
уравнений (5.2.4) и (5.2.5), т. е. соответствуют решениям урав- 
нений 

2009 — ло (1— о) =0, (5.2.7) 
— 20а, —@ (1—6) =R, (5.2.8) 


1) Более полное и строгое изложение асимптотических методов, связанных 
с усреднением, содержится в монографиях: Боголюбов, Митропольский [1974], 
Митропольский [1964], Моисеев [1969], Волосов, Моргунов [1971]. Обзор и 
библиографию работ по асимптотическим методам типа усреднения и их прило- 
жениям можно найти в упомянутых книгах, а также в обзорных статьях: Во- 
лосов, Моисеев, Моргунов, Черноусько [1965], Волосов [1968].— Прим. ped, 
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где о— коэффициент расстройки, равный 
А — Wo 


ов, (5.2.9) 


8 


В уравнениях (5.2.4), (5.2.5) опущены члены порядка О (e?). 
Возведя обе части равенств (5.2.7) и (5.2.8) в квадрат, сложив 
их И учитывая (5.2.6), получим частотную характеристику 


рь [да | (1 —p,)*] =. (5.2.10) 


5.2.2. Методика Крылова — Боголюбова 


Рассмотрим эту методику применительно к общему слабо не- 
линейному уравнению второго порядка 


4? Чи \ 
Ga Ном ар (и, Ч). (5.2.11) 


При #=0 решение уравнения (5.2.11) записывается в виде 
U == a COS (Wf +8), (5.2.12) 


где аи 9— постоянные. Для нахождения приближенного реше- 
ния уравнения (5.2.11) при малом, но отличном от нуля & Кры- 
лов и Боголюбов [1947] предположили, что решение имеет тот 
же вид (5.2.12) при условии, что 


= —awysinp, p=ot +8, (5.2.13) 
и величины а и 0 изменяются во времени. Таким образом, эта 
методика аналогична методике Ван-дер-Поля, обсуждавшейся в 
предыдущем пункте. Единственная разница заключена в виде 
первого члена. 

Дифференцирование (5.2.12) по Ё дает 


BES 2 he, sin 3 66 agg 
dp = TAMSIN P + FFCOS P a Sng. 


Следовательно, с учетом (5.2.13) имеем 


а 40 . 
cos p—a—sing =0. (5.2.14) 


Дифференцирование (5.2.13) по ¢ дает 


аи 


; аа . 40 
а = —A0)) COS ф — Wy ar Sin @— a@,) Е с05ф. 
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Подставив это выражение в (5.2.11) и используя (5.2.12), по- 
лучим 


Wo & sing + aw, © cos ф= —efl[acose, —aw,sing]. (5.2.15) 


Разрешая (5.2.14) и (5.2.15) относительно da/dt и 40/4, будем 
иметь 


а ва 2 ; 
7 —z, sin pf [acos@, — а, sin g], (5.2.16) 
dO & sip F = 
Gh ay, 60301 ‘acos@, —aw, sin g]. (5.2.17) 


Таким образом, исходное дифференциальное уравнение (5.2.11) 
относительно и заменено системой двух дифференциальных урав- 
нений первого порядка (5.2.16) и (5.2.17) относительно ампли- 
туды аи фазы 0. 

Приступая к решению системы (5.2.16) и (5.2.17), заметим, 
что правые части ее уравнений периодичны по ф, и, следова- 
тельно, 4а/4Ё=0 (=), 40/4 =O (г). Таким образом, а и О— слабо 
меняющиеся функции времени (поскольку в мало) и их измене- 
ние за время Т =2л/в,, равное периоду правых частей, очень 
мало. Усредняя (5.2.16) и (5.2.17) по интервалу [#, ЕЁ Т], в 
течение которого величины а и 0 в правых частях этих уравне- 
ний могут считаться постоянными, получим 


а > 
aT = Gah las (5.2.18) 
40 | 
а = — к). (5.2.19) 
Здесь принято обозначение 
9 T 
р @) == \ sin pf [acos g, —aw, sin @] dt = 
5 


== singf[acosp, —aw,sing]dg, — (5.2.20) 
0 
2 


5 (a) =~ cos pf [acos@, —aw, sin @] dq. (5.2.21) 
0 


Отметим, что f, и ©, являются попросту двумя коэффициентами 
в разложении в ряд Фурье функции {. 

В качестве примера рассмотрим уравнение Дюффинга (2.1.1), 
в котором 


f(u, и) = — из. (5.2.22) 
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Следовательно, 


Е (а)=0, в, (а) = — За". (5.2.23) 


Тогда из (5.2.18) следует, что а— постоянная, а из (5.2.19), — 
что 


3 а? 
О Fert +0y, (5.2.24) 


Поэтому в первом приближении имеем 


и = ACOSO, [1+5 Е-НО (2). (5.2.25) 


В качестве второго примера рассмотрим осциллятор Ван 
дер-Поля, в котором 


F(a, и) = (1—4) 9%. (5.2.26) 
В этом случае имеем 
fp =—oa (1—а*) ‚ 2, =0. (5.2.27) 
Из (5.2.19) следует, что 0 =0, —постоянная, в то время как 
= (1-44). (5.2.28) 


Интегрируя (5.2.28), получим 
4 


а 
\ “о 


а? (5.2.29) 


а 


В основе метода Леверье [1856] лежит та же идея, что и в 
данной методике. 


5.2.3. Обобщенный метод усреднения 


Рассматриваемая методика трактует равенства (5.2.12) и 
(5.2.13) как преобразование переменных и и du/dt к перемен- 
ным аи @, при котором выполнено 


аа 5 . ‘ 
ет gf lacosg, —aw,sing], 

is = (5.2.30) 
dt = — д 008 OF [acos@, —aw, sing]. 


Переменная ф называется быстро вращающейся фазой. Мы не 
будем интегрировать эти уравнения, как это сделали в преды- 
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дущем пункте, а определим почти тождественное преобразование 
(см. Боголюбов и Митропольский [1951], стр. 412) 


а=а- ва, (а, Ф) | г?а, (a, Г 


(5.2.31) 
ф=Ф-+ =, (@, $) + 2?ф, @, $) ..., 

переменных а, ф к переменным а, ф, которое периодично по ф 

с периодом 2% и приводит систему (5.2.30) к виду 


#4 2A, @) +e, @+..., 
a (5.2.32) 


a СТ =, --В, (а) +B, (Ce oer 


где A; и В; не зависят oT ф. В указанной процедуре аи ф 
вовсе не обязаны быть скалярными функциями (Меттлер [1959]; 
Сетна [1963]; Моррисон [1966в]). Эффекты высших порядков 
были получены Волосовым [1961], [1962], Мьюзеном [1965], 
Забрейко и Ледовской [1966]. Крускал [1962] предложил пре- 
образование, обратное к (5.2.31); основываясь на этой процедуре, 
Стерн [19708] разработал алгоритм последовательного получения 
высших приближений. Стерн [1971в] использовал эту методику 
при изучении медленно меняющихся возмущенных систем. 

Подставив (5.2.31), (5.2.32) в (5.2.30), разлагая по степеням 
ё и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в, 
получим уравнения вида 


0 Ft А, = Р, (@, $), 

a (5.2.33) 

©, ~2 + В, = С, (a, $), 
op 


в которых правые части являются известными функциями чле- 
нов более низкого порядка в (5.2.31) и (5.2.32). В общем случае 
величины РЁ, и С, содержат быстропериодические члены (обо- 
значаемые верхним индексом $) и медленно меняющиеся члены 
(обозначаемые верхним индексом /[). Выберем A, и B, равными 
медленно меняющимся членам, т. е. положим 


О Ba=G!. (5.2.34) 
Тогда придем к уравнениям 
о. Ge (5.2.35) 
Op op 


которые последовательно разрешаются относительно a, и ф,. 
В качестве примера рассмотрим осциллятор Ван-дер-Поля, 
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в котором 
Г (и, и) = (1—4?) и, в =1. 


В этом случае уравнения (5.2.30) приобретают вид 


a = ze [а (4—a?)— 4a cos 29 + а? cos 4q], 
. (5.2.36) 
= = [+4 ze [2 (2— а?) sin 2p —a? sin 4$]. 


Подставив (5.2.31), (5.2.32) в (5.2.36) и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях в, получим для членов, имеющих 


порядок = 
4 A, = 2 (4—@*)— A008 2$ - = а? с054$, 
a | — ее ee a (5.2.37) 
5= + Bi = (2 —а*) sin2e — | a’ sin 4g; 
ф 
порядок =? 
oes A, = —A,— =. ВЕ 
9$ 
+= a, ae 2ф-- За? cos 4@] + 
+5 аф, [2sin 26 —a? sin4g], (5.2.38) 
rr ae) Ва 
ф да Op 


— aa, (2 sin 2p + sin 4@) + 


+5, [(2— 4?) с0$2ф —а? cos 4g]. (5.2.39) 


Приравнивая A, и A, медленно меняющимся членам в пра- 
вой части (5.2.37), получим 


А, = а (4—а?), В, =0. (5.2.40) 


После этого система (5.2.37) примет вид 


pba —5а cos2@ а со$4ф, 
(5.2.41) 


9: 1 (292) sin 29 — к a? sin 4p 
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и имеет своим решением 


а! = —тазт 2-5 sin 49, 
Е are = (5.2.42) 
ф, = — zx (2—4*) cos 29 + x5 a* соз4$. 


С учетом (5.2.40) и (5.2.42) уравнения (5.2.38) и (5.2.39) 
приобретают вид 


Зав A, = быстропериодические члены 

ap aa hi 277 p p д ’ 

Ops nV at Bie eS (5.2.43) 
= —я* + та —5=54 + быстропериодические 


члены. 


Приравнивая А, и В, медленно меняющимся членам в правых 
частях системы (5.2.43), получим 


A,=0, В ба — аа. (5.2.44) 


Поэтому с точностью до второго порядка имеем 


u=acos g, (5.2.45) 


где 


а-а—т а [51124 — а 5414$ | +0 (e2), 


an gee hse а (5.2.46) 
ф=ф—5 = | (2a?) cos 29 —z a? cos 40 | --О (€?); 
at = 7 8a (4—a) +0 (e%), 
; ae (5.2.47) 
1-е [1g at 58| +0 (0%). 


Это решение находится в полном соответствии с решением, KOTO- 
рое получено в п. 5.7.4 с помощью алгоритма Кемела. 

Для канонических систем преобразование (5.2.31), (5.2.32) 
можно осуществить в более изящной форме, если применить 
процедуру фон Цайпеля ($ 5.6) или ряды и преобразования Ли 
(п.5.7.5). Последний способ представляет собой простой и эффек- 
тивный алгоритм, основанный на рекурсивном применении не- 
скольких элементарных операций, и является поэтому очень 
удобным для расчетов на ЭВМ. С помощью преобразований Ли 
($ 5.7) был сформулирован эффективный рекурсивный алгоритм 
для неканонических систем. 
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5.3. Методика Страбла 


Страбл [1962] развил методику для рассмотрения слабо не- 
линейных колебательных систем, описываемых уравнением 


ии = ай (и, и, №. (5.3.1) 


Он выразил при малом = асимптотическое решение этого уравне- 
ния в виде 


N 
u = acos (w,t—98) + x e"u,, (t) +O (eN*2), (5.3.2) 


где аи 9— слабо меняющиеся функции времени. Если положить 
каждое и„=0, то (5.3.2) примет вид того решения, которое Кры- 
лов и Боголюбов использовали для получения первого прибли- 
жения к и (см. п.5.2.2). Мы не будем проводить выкладки для 
функции общего вида f, а зададимся лишь частным видом ее, 
соответствующим уравнению Дюффивга, 

Итак, рассмотрим уравнение 


и-- wiu == — 813, (5.3.3) 


Подставляя (5.3.2) в (5.3.3), получим 


dd 4? 49 \? 
[ав at qe—4( 47) cos («o,f —8) + 


а 429 da 49 й 
+ | 20, На +2 2 | sin (o,f —9) + 


2 2 
аи: \ аи» 


+e (Se + ou, ) +e? ( TE + ofa, )+ = 
= — ва? cos’ (wt —8) — 3e2u,a? cos? (wm f—8)+.++ . (5.3.4) 


Если, учитывая члены порядка до О(=), приравняем коэффи- 
циенты при COS (@,f—9) и зп (®,Ё{ —0) в обеих частях уравнения 
(5.3.4), то получим следующие так называемые уравнения 
в вариациях: 


dQ 42а 49 \2 3 
ао, + Ga—4( ar) =a ee (5.3.5) 
а? 


После этого будем иметь следующее так называемое уравнение 
возмущения: 


и + аш, = — 5 48 008 3 (wot — 0). (5.3.7) 
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В первом порядке по = уравнения (5.3.5), (5.3.6) сводятся 
к виду +) 


аа dO 3 
7 = 9% Tee Ba, ва”. (5.3.8) 
Следовательно, 
a=, = — 5-0, (5.3.9) 
0 


где da), 9, — постоянные. Тогда решение уравнения (5.3.7) в пер- 
вом порядке по в можно получить, считая а и 0 постоянными. 
Проделав это, получим 


ae E 
=—— —0). Bi 
uy 30087 с0$ 3 (@,f —9) (5.3.10) 


Следовательно, решение первого порядка имеет вид 
1 
и == aCOS (0, —0) + — 243 с0$ 3 (wt — 6), (5.3.11) 
3205 
где аи 6 задаются равенствами (5.3.9). 


При известном и, для второго слагаемого из правой части 
(5.3.4) имеем 


—-З= и а? COS? (Wot —9) = — 22а? [cos (0—0) + 


12805 
+ 2cos 3 (@ tf —9) +cos5(@,f—9)]. (5.3.12) 


Кроме того, для следующего шага нужно вычислить члены по- 
рядка О (5) в выражении (d?u,/dt?)+ в5и., т. е. нужно рассмот- 
реть слагаемое 
9 з 40 
— ga =x} 
i6o,° at cos 3 (@,¢ —9). (5.3.13) 
Учитывая теперь члены порядка до O(e?), получим уравнения 
в вариациях 


ao, da ae. 8. 8 28 
2am, Ч +-Gr—a (4 | =— Feat — Seta, (5.3.14) 
_ аа d?0 da dQ 2 
—20, S4+a +242 0 (5.3.15) 


и уравнение возмущения 


аи, 3 
Get Obits = — аз? [2c08 3 (wot —0) +c08 5 (gt —9)] — 
9 dQ 
a a? —— COS 3 (Wot — 8). (5.3.16) 


1) Точнее, уравнения (5.3.5), (5.3.6) будут удовлетворены с точностью до 
членов порядка &, если положить в них (5.3.8).— Прим. ред. 
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Отправляясь от (5.3.9), методом последовательных прибли- 
жений можно получить следующие о для (5.3.14) и (5.3.15): 


а=а, @= вх aif -- = eta$t + 0, +0 (e%), (5.3.17) 


в которых а, и 9, — постоянные. а из (5.3.9) d@/dt, подста- 
вив В (0.3.16) и разрешив получающееся уравнение, получим 
с точностью до членов О (=) 


a’ cos3 (w,f —9 
102404 ( тора 


a® cos 5(w,t —98). (5.3.18) 


из = — 


Отсюда будем иметь для решения второго порядка 


и=ас0$ (ot 00 + (1 aa” ) e083 (ot —6,) + 


oe 3 
+ pcos) (OF 9, -- О (#3), (5.3.19) 
где 
a dea? 1582а4\ 3 2 9 
o=0, (1455 men -О (e4). (5.3.20) 


Чтобы получить решение третьего порядка, нужно вычислить 
члены порядка О (=?) в 4?и,/4{? и члены порядка О (=) в а?и,/4:? 
и затем составить уравнения в вариациях и уравнение возмуще- 
ния. Это обстоятельство является главным ограничением в при- 
менении изложенной методики. Вторым ограничением является 
способ решения уравнения в вариациях — метод последователь- 
ных приближений. Систематический путь к рассмотрению подоб- 
ных задач указывают методика Линдштедта — Пуанкаре (1.3.1.1), 
методика Крылова —- Боголюбова — Митропольского ($ 5.4), ряды 
и преобразования Ли ($5 5.7) и метод многих масштабов, рас- 
смотренный в гл. 6. 


5.4. Методика Крылова — Боголюбова — Митропольского 1!) 


В ходе уточнения первого приближения к решению уравнения 
(5.2.11), рассмотренного в п.5.2.2, Крылов и Боголюбов [1947] 
развили методику определения решения в любом приближении. 
Боголюбов и Митропольский [1961] углубили и обосновали эту 
методику, Митропольский [1965] распространил ее на случай 
нестационарных колебаний. Они рассматривали асимптотическое 
разложение вида 


N 
u=acosp+ У eu, (a, p)+ О (= +1), (5.4.1) 
n=l 


1) См. примечание на стр. 180.— Прим. ped. 
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в котором каждое и, является периодической функцией Wp пери- 
ода 2л, а величины а и tp изменяются во времени согласно 
уравнениям 


м 
и Ув, (a) +0 (eX *4), (5.4.2) 
: ear 
gat Le ep, (а) + O(e%*!), (5.4.3) 


n=l 


причем функции u,, A, и tp, подбирались таким образом, чтобы 
функция (5.4.1) при условиях (5.4.2), (5.4.3) удовлетворяла 
дифференциальному уравнению (5.2.11). Tis однозначного опре- 
деления A, и ф, потребуем, чтобы все u, не содержали соз\р. 
Производные преобразуются согласно равенствам 


а dao, ад 
а oe (5.4.4) 
42  /{da\? 0? , аа д Ча dp 2 p\? a | dp д 
de aE даа at oat a at moet (Ge) sgt t Git 4? dp’ 
(5.4.5) 


=A, “414 0(e%), (5.4.6) 


— зд, #1 +40(23). (5.4.7) 


Далее эта техника иллюстрируется применением ее к уравне- 
ниям Дюффинга, Ван-дер-Поля и Клейна — Гордона. 
5.4.1. Уравнение Дюффинга 


Рассмотрим нелинейный осциллятор 
u+ шеи = — eu, (5.4.8) 


который ранее изучался в п. 3.1.1, 5.2.2, $ 5.3. Подставляя 
(5.4.1) —(5.4.7) в (5.4.8) и приравнивая коэффициенты при равных 
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степенях € до €? включительно, получим 
а = 


+ miu, = 2M фа cos Pp + 209A, sintp—a®cos? yp, (5.4.9) 


Wy oa - Mou, = | Qo, -ф) а—А, a cos + 


+2 (MA, и Аф,) + aA, a sin ap 
—3u,a? COs? ф — 2% ф, Fat — 209A, ae (5.4.10) 


Чтобы и, оказалась периодической функцией, в правой части 
(5.4.9) должны исчезнуть те слагаемые, которые порождают 
вековые члены. Поскольку cos? p=(3cosp+cos 3p)/4, то это 
условие дает 


3a? 
За ° 


A, =0, 1: = 


Тогда решением уравнения (5.4.9) является функция 


(5.4.11) 


И: = 


(5.4.12) 


Подставляя это ее. первого порядка в (5.4.10), получим 


с 
‘бр о а Г 1285 ыы 
+20,A, ). (5.4.13) 
Вековые члены будут исключены при условии 
15a4 
A,=0, )=— 3608 ° (5.4.14) 
Тогда решение о (5.4.13) будет иметь вид 
и. = а ag (21 cos 3y—cos 5p). (5.4.15) 


Поэтому ig иметь для и с точностью до второго порядка 


и =ас05ф-- и 
а “(21 cos 3p—cos 5p) +O(e%), (5.4.16) 
причем 
=O, или а =a) = const, (5.4.17) 
ap _ Зга? _ 1522а4 
а Os ei 80) _ 25603 +0 (23), 
= = 15e2a4 ‘ 
v=o] ee вая [PTT OCC ), (5.4.18) 
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где р» — постоянная. Это решение согласуется с решением (5.3.19), 
(5.3.20), полученным методом Страбла. 


5.4.2. Осциллятор Ван-дер-Поля 
Далее мы рассмотрим нелинейный осциллятор 
ии = (1— и?) и, (5.4.19) 
изученный вп. 5.2.2 и 5.2.3. Подставляя (5.4.1) —(5.4.7) в (5.4.19) 


и приравнивая коэффициенты при равных степенях в до =? вклю- 
чительно, получим 


- +u,=2p,acos p-+ 2A, sin p— 
—а (1—4?) зп za? sin 3y, (5.4.20) 
Sb + thy = |(Qp. +t) a—A, Ч | cos p+ 
+[2(4,+ АА) +04, FE | sin y— 
92 
— rp, 5—2, Seay + (1—а? cos* ф)х 
(Ay cos tp—arp, sin p+ 5 Oi 7 + a*u, sin 2$. (5.4.21) 


Вековые члены будут исключены, если на правую часть в (5.4.20) 
наложить условия 


ф=0, д, =та (1-94). (5.4.22) 
Следовательно, 
3 
и =—% sin 3$. (5.4.23) 
Имея это рошеНиЬ, можем т (5.4.21) в виде 
д? dA 
ape tte = == |204, — A, ae + (1 та") А, + cos p+ 


; 
+2A,sin~p ыы x рии ей aT cos 54. (5.4.24) 


Чтобы в и, не было вековых членов, положим 


dA 3 4 
A, =0, Y= 2: (Ge-1+4a' 556. (5.4.25) 
Следовательно, 
баз 24.8 
Из = — 3075 COS dtp — ca on ) cos 3. (5.4.26) 
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—_ 


Поэтому с точностью до второго порядка решение имеет вид 


Ва 
и=ас0$ф — 55 Sin 3фр— 


» 243 5 
= an Ea cos 5ф + (a?+ 8) cos 3th | +0 (=), (5.4.27) 
причем 

Ча _ ва Les В 4 

ше (1), a Ten (5.4.28) 
a 

dp 2 A, {dA 3 at 

вече [52 (‘1+4 ) |, 6.4.29) 


где а,— постоянная. Используя (5.4.22) и (5.4.28), можем пере- 
писать (5.4.29) в виде 


ap _ 82 & 2) da 
т =1-в-—в (1—1 =. 


Следовательно, 
=? | 18 
=! — 5—3 NA+ 54 @* + Po, (5.4.30) 


где $, — постоянная. 


5.4.3. Уравнение Клейна — Гордона 


В качестве третьего примера рассмотрим, следуя Монтгомери 
и Тидману [1964], нелинейные волны, описываемые уравнением 


ин би, + Аи = р (и, Uy, Uy). (5.4.31) 
При = =0 уравнение (5.4.31) допускает решение вида 
и =ас9$ (2х — ЕЁ -Ф), (5.4.32) 


где а и ф— постоянные, а Ко и а, удовлетворяют дисперсион- 
ному соотношению 


60 = СЗ? А. (5.4.33) 


Для малого, но конечного = будем искать разложение вида 
и =асозр- ги, (а, p)+..., (5.4.34) 


где а слабо меняется в зависимости от времени и состояния 
согласно уравнениям 


ae (а) + =*А, (а) ..., (5.4.35) 
24 _ eB, (а) НезВ, (а) ..., (5.4.36) 
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194 ; ©. 
а ф— новая фазовая переменная, совпадающая с фазой в (5.4.32) 


прив —0 и удовлетворяющая уравнениям 
LY = — шо С, (а) °С, (a) +..., (5.4.37) 

OP в + eD, (а) +e2D, (a) + (5.4.38) 

не содержит OCHOBHOH 


данном случае вновь ни одно и 
получим 


В 
тон COS %p. 

Подставляя (5.4.34) —(5.4.38) в (5.4.31), используя (5.4.33 
и приравнивая коэффициенты при = в обеих частях, 


+ u,\= —2(o,A, + ck, B,) sin p— 
—2a(w,C, +c#k,D,) cos ф + 
ing]. (5.4.39) 


+f [acost, aw,sinp, —ak, sin yp] 


9? и 
(= 


Разложим теперь функцию { в ряд Фурье по переменной p 
(5.4.40) 


Р[асоз\р, ав, Эт, — ай, sin tp] = 
+ > [f, (a) sin np +g, (a) cos ny]. 


= &, (а) 
Исключая вековые члены, придем к равенствам 
20%, А, + 2c?k,B, =f, (а), (5.4.41) 
2а (@,C, + c?k,D,) = в, (а). (5.4.42) 
Тогда решение уравнения (5.4.39) имеет вид 
80 @) | У Ь@ sin mp-+ gn @) cos mp 
; Sor os И (5.4.43) 
Подставляя A,, B,, С, wu D, из (5.4.35) —(5.4.38) в (5.4.41) и 
(5.4.42), получим 
да ‚ да gl (a) 
+0, 5= о (5.4.44) 
a ОВ _ , 81 (a) 
+o, gene, (5.4.45) 
где @, = 4®,/4^, —групповая скорость, a 
B= p—k,x+ o,f. (5.4.46) 
При | =0 будем иметь 
a=h,(x—wo,f), (5.4.47) 
(5.4.48) 


B=e(x+ ait) 2 +h, (0, 
4aMpWo 
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где h, HA, определяются из начальных или граничных условий. 
Уравнения (5.4.44) и (5.4.45) могут быть легко решены, если 
а и В являются функциями только времени, или только со- 
стояния. 


5.5. Метод усреднения с использованием 
канонических переменных 


Рассмотрим консервативную динамическую систему, описы- 
ваемую следующими и Лагранжа: 


#2 (se) со 0 VS On ca (5.5.1) 
где q={41, 4д.,..., Fn$—BeKTOP обобщенных координат, #—не- 
зависимая переменная, а точка над буквой означает дифферен- 
цирование по #. Далее L(q, 49, t)=T—V представляет собой 
лагранжиан, Т и У— кинетическую и потенциальную энергии 
соответственно. Определим вектор обобщенных импульсов р = 
= {P,, Po, ..., Py} равенством 


pee, (5.5.2) 
0g; 
а гамильтониан Н равенством 
Н =p"q—L, (5.5.3) 


где р’ — результат транспонирования р (если р — вектор-столбец, 
то рТ — вектор-строка). Считая Н функцией только от р, ди &, 
можем записать 

м 


м 
aH aH aH 
ae i=1 aq, Че + i=1 ap; ЧР: : 


sal 5.5. 
ay 4. (5.5.4) 
Из oa имеем также 
М 
OL OL OL 
dH = > pidg;— -У 1 Ht Убе GH (5.5.5) 
i=l i=l i ai 


Согласно (5.5.2), второе и третье слагаемые в правой части 
(5.5.5) сокращаются. Кроме того, из (5.5.1) и (5.5.2) следует, 
что р; =OL/0q;, поэтому (5.5.5) можно переписать в виде 


N 
dH = У q,dp;— у p;dq;— = dt. (5.5.6) 


i=1 rm 
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Сравнив (5.5.4) с (5.5.6), получаем следующие канонические 
уравнения Гамильтона: 


| 0H 

Vi = бр; › (5.5.7) 
: 0H 
Di aa? (9.5.8) 
OL oH 
>=: (5.5.9) 


Эти уравнения заменяют уравнения Лагранжа. 
При переходе от переменных q ир к переменным @ (а, р, ¢) 
и P(q, р, #Ё) уравнения (5.5.7), (5.5.8) преобразуются к виду 


Q,=f;(P, Q, 1, (5.5. 10) 
P;=g;(P, 9,0. (5.5.11) 
Если существует функция K (Р, 0, #), такая, что 
=, @=—30-, (5.5.12) 
то (5.5.10) и (5.5.11) записываются в виде 
Q:= i> P=, (5.5. 13) 


а Qu P называются каноническими переменными. Переход от 
q up Kk @ иР называется каноническим преобразованием отно- 
сительно функции К. 

Каноническое преобразование может быть получено с помощью 
так называемой производящей функции 5 (Р, 4, #) в соответствии 
с равенствами (см., например, Голдстейн [1965], гл. 8; Мейрович 
[1970], гл. 91)) 


95 
Р: = ба; › Е (5.5.14) 


Коль скоро эти уравнения будут разрешены относительно 
9=а(Р, 9, Й и р=р(Р, 0, #), функция К выразится через Н 
следующим образом: 


К(Р, 9, 1)=H[p(P, 0, 9, а(Р, 4,0, Й-5;. (6.5.15) 
Если удастся найти каноническое преобразование, такое, что 


К==0, то, согласно второму соотношению в (5.5.13), вектор Р 
будет постоянным. Поскольку из первого соотношения в (5.5.14) 


1) Подробнее о канонических преобразованиях и уравнениях Гамильтона — 
Якоби см, в книге Гантмахер [1966]. — Прим. ред. 
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имеем р; =05/04;, то функция S должна удовлетворять следую- 
щему так называемому уравнению Гамильтона — Якоби: 


95 95 Os 9$ 
(an a sees dunt) +5 =. (5.5.16) 
Если $ —полный интеграл уравнения (5.5.16), то соотношения 
(5.5.14) доставляют общее решение системы уравнений 

. OH ; OH 


Vi — Op; ’ Pa age (5.5.17) 


Для функции Н общего вида невозможно получить полный 
интеграл уравнения (5.5.16). Пусть, однако, H=H,+H, где Н 
мало по сравнению с Hf, и найден полный интеграл $, (Р., .. 


..., Puy 91, +++, Gn, В для уравнения 
95% 95% 95% _ 
Но (590, ies в, дн...) =0. (5.5.18) 


Тогда с помощью метода усреднения и метода вариации произ- 
вольных постоянных может быть получено приближенное реше- 
ние уравнений (5.5.17). Рассмотрим в качестве производящей 
функции 


S28 Pic ее Ds (5.5.19) 


где вектор P не постоянен, а меняется во времени. Тогда PuQ 
определяются уравнениями 


OK 


P; 00 Qi= op (5.5.20) 
где с учетом (5.5.18) 
к=Н-+й-- =f. (5.5.21) 


Пусть решение а, (Р, Q, 7), р.(Р, 9, f) системы (5.5.17) при 
H =H, периодично по # с периодом Т. Тогда приближенное ре- 
шение системы (5.5.17) опять-таки задается величинами 4. И Pp, 
в которых, однако, Р и @ меняются согласно (5.5.20), причем 
в последних уравнениях функция К заменена своим средним 
значением по периоду Т, т.е. значением 


<К=-- | К(Р, 9, 0 dt. (5.5.22) 


>==—>- 


В (5.5.22) векторы Р и Q предполагаются постоянными. 
Далее мы проиллюстрируем эту технику на трех частных 
примерах. 


198 Гл. 5. Вариация произвольных постоянных и метод усреднения 


5.5.1. Уравнение Дюффинга 


Вновь рассмотрим уравнение 


4- 939 +243 =0. (5.5.93) 
Этому уравнению соответствует гамильтониан 
1 
H = (p? +0392) --- 24%. (5.5.24) 


Уравнение Гамильтона — Якоби при e=O0 имеет вид 
1 95 \2 os 
+ ($=) +089" | +2 =0. (5.5.25) 


Это уравнение может быть решено разделением переменных. По- 
лагая 


$ =5, (9) +0 (1), (5.5.26) 
получи . вместо (5.5.25) 
c=—a, или в=— 0, (5.5.27) 
dS =. 
(42 ода" =29, или $, =\ V2a—oig? 44. (5.5.28) 


Следовательно, 


S=--at + | /2а— 4? dq, (5.5.29) 


где «— новый импульс. Соответственно новая координата В за- 
дается равенством 


a aes Пе Е i _ od 
В = =. = г (22 614 *)7*^ 44 =— Е aresin Vix | 
(5.5.30) 
откуда получаем 
ga 1 sine, 48). (5.5.31) 


Wo 


Это решение можно было бы написать сразу по виду уравнения 
(5.5.23) при в =0. Однако канонические переменные © и В были 
найдены естественным путем при решении уравнения Гамильтона — 
Якоби (5.5.25). 

_ Поскольку H = (1/4) 4* = (ea?/w4) sintw, (t+ В), то уравнения 
в вариациях (5.5.20) записываются в виде 


oH ‚ Off 
a=—F, Ва. (5.5.32а) 
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Из вида 
Н = = [3—5 с0з 20, (1 ++ cos 40, (# +6)| 
получаем 
<p = (5.5.326) 
Следовательно, имеем из (5.5.32a) 
a-=const, В = aa Во, (5.5.33) 


408 
где В, — постоянная. Поэтому в первом приближении будем иметь 
om . 3 
= Vn sin lo. (1 +7) t+ obs] ‚ (5.5.34) 


что согласуется с разложениями, полученными в п. 5.4.1 и$ 5.3 
с помощью методик Крылова — Боголюбова — Митропольского и 


Страбла, если отождествить И 2а/ю, с ay. 


5.5.2. Уравнение Матьё 


В качестве второго примера рассмотрим уравнение 


g +(w? -- cos 21) 4 =0 (5.5.35) 
при положительном @. Положив 
g =P, (5.5.36) 
получим из (5.5.35) 
р = — (w? +2 0s 24) 4. (5.5.37) 


Эти уравнения могут быть записаны в виде 


OH OH 
25, a=, (5.5.38) 


где 
H=+ (p? + 019) +5 eq? cos 2t. (5.5.39) 


Действуя как в п. 5.5.1, получим для (5.5.38) при &=0 
решение 


I= И cos w (t + В). (5.5.40) 
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Следовательно, Н = (1/2) eq? cos 2t == (80/0?) cos 21 cos? w (tf +B), 
и уравнения в вариациях (5.5.20) запишутся в виде 


(5.5.41) 


Из представления 
Я = Fat 4 008 2t + 5-cos 2 [(@ + 1) t+ of] +4 cos2 [(o—1) t+ of} 


2? 
получаем 
" 0, если ww далеко от | | 
= | it cos 2 [(@— 1) Ё-- of], если o—1 =0(е) } 


(5.5.42) 


Если в (5.5.42) имеет место первый случай, TO a и В в первом 
приближении являются постоянными. Если имеет место второй 
случай, введем новые канонические переменные a* и В* с по- 
мощью производящей функции 


5* =a* [(@— 1) ¢ + of]. (5.5.43) 

Тогда 
a= р = oct", (5.5.44) 
p= 2 = (9—1) t+ of. (5.5.45) 


Следовательно, © и В* являются каноническими переменными 
относительно гамильтониана 


: д5* 4 
K=<H>+5 == cos 28* -+ (®— 1) @*. (5.5.46) 
Поэтому 
at = — a sin 28*, | (5.5.47) 
», _ OK Е é 
В = 58 =®— 1 45608 26 . (5.5.48) 


Исключив Е из (5.5.47) и (5.5.58), получим 
= 4 (cos 2B*) 
o —1+4+7- cos 2f* 
Следовательно, | 
In at =— In| o—1+4 4 cos 26*| + const. (5.5.49) 
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Таким образом, движение неустойчиво (@* не ограничено), если 


|2 


В первом приближении имеем 


o<l+ те или > 1-е. (5.5.50) 


Кривые 


o=lt ze ИЛИ 01-е (5.5.51) 


отделяют на плоскости ®«— области устойчивости от областей 
неустойчивости. Эти кривые согласуются с кривыми, полученными 
вп. 3.1.2 с помощью метода Линдштедта —Пуанкаре и вп.3.1.3 
с помощью метода Уиттекера. 


5.5.3. Качающаяся пружина 


Следуя Кейну и Кану [1968], рассмотрим нелинейные коле- 
бания пружины, качающейся в вертикальной плоскости, как по- 
казано на рис. 5.1. Эту задачу ввели в рассмотрение Витт и 


a 
x 
>. 


9 


Рис. 5.1. 


Горелик [1933] для иллюстрации внутреннего резонанса. Кине- 
тическая и потенциальная энергии массы т равны соответственно 


Taym[xt+ (04x)? 04), (5.5.52) 

V = 5 kx? + mg (I +x) (1—cos 8), (5.5.53) 

где х— удлинение пружины относительно длины в положении 
равновесия. Отсюда 


Г, = Т-У=ут [x2 -- 1-х)? 02] —mg (1 + x) (1—cos 0)— + ле. 
(5.5.54) 
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Для импульсов и гамильтониана имеем следующие gs 


OL . 
= тх, Pe= 


=: = (1+ 2)*6, (5.5.55) 
Н = хр, + врь — [= 
ai pe Do 2 
== E oe | + mg (1-2) (1—cos®) + 4 kx®, (5.5.56) 


Для малых хи ви при x =O (8) можно записать следующее pa3- 
ложение для Я: 

a ab px, Pb 1 ‚102 1 ye 1 2 
Н=5 [22% + 5 mgld + 5х + 5 трах — 


x pe 
~~ mis 


2 
#8 те 4228 0499). (5.5.57) 


Эти 


Если сохранить в Н квадратичные члены, то полный интеграл 
соответствующего уравнения Гамильтона — Якоби можно получить 
так. Уравнение Гамильтона — Якоби в этом случае имеет вид 

1, ги 95 \з и р 7 
5 (5 ) --Ёх | +5 aes : --т 28| +57 =0, (5.5.58) 


где S=S (x, 6, 1). Положив 


S=—(a,+a,)t-+ W, (x)+ W, (0), (5.5.59) 
придем к уравнениям 
(хе) test = 20, (5.5.60) 
a (Se ) -- mgl0? = 20... (5.5.61) 
Имеем поэтому 
pes or (Jo, — kx), (5.5.62) 
ре = ar = V mi? Qa,—mgi0), (5.5.63) 
$ = — (0-9, WE we (2a, —Rx?) dx + ( V mi? (2a, —mgl6?) dd. 
(5.5.64) 
Следовательно, 
95 _ ke 
P= — бы — = ‘aa Ут а, — Ех?) т = Ш Уз т И = : 
(5.5.65) 
as ml? dO i Г. 
Ba да; = —# +l peas V mil? (2a, —mgie®) > +Ут ance Ve 


(5.5.66) 


5.5. Метод усреднения с использованием канонических переменных 203 


и, далее, 
Га | 

= — sin B,, (5.5.67) 

a sin B,, (5.5.68) 

р. =И 2ma, cos B,, (5.5.69) 

ре = [И 2ma, cos B,, (5.5.70) 


где приняты обозначения 


B; =, (t +8,), re gee „= ИЕ. 


В первом приближении уравнения в вариациях записываются 
с помощью 1) 


Н = 5 тах — Spe 
Sie бана, 
A eee 
+2 sin (о, —20,) ¢ + 0,8, — 20,6. | (5.5.71) 


Таким образом, Н —быстро меняющаяся величина, если только 
не выполнено @,—2@, =, где =—малая величина. В последнем 


случае медленно Аи часть Н имеет вид 


<H> =— VE Va, sin (ef + 0,B,—2u,8,). (5.5.79) 


Чтобы исключить явную зависимость <Н» oT &, сделаем еще одно 
каноническое преобразование переменных @, и В, к переменным 
a; и В! с помощью производящей функции 


S* (at, By, = + Fo, ОВ. (5.5.73) 


Таким образом, 


ase as ze (5.5.74) 
Bi = oF = Эа; ! ta, Ва 
~ 95* В т. =. : 
K=<i>+5 = ook Oa И sin 20, (Bt —B,). (5.5.75) 


1) Выражение (5.5.71) содержит члены третьего порядка малости по кано- 
ническим переменным из гамильтониана (5.5.57). — Прим. ред. 
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Поскольку ОК /0# =0, то К —постоянная. Уравнения в вариациях 
записываются в виде 


aS эн = Иа cos y, (5.5.76) 
1 
pes a = —20,Ca, У @ cosy, (5.5.77) 
bk OK & 1 *— 1/2 _: 
ыы Соб siny, (5.5.78) 
В, 8 ——CVaisiny, (5.5.79) 
rye 
3 y/o, ‘ 
C=7 д, V= 202 (Bi—B,). (5.5.80) 


Меттлер [1959] и Cerna [1965] с помощью метода усреднения по- 
лучили уравнения, сходные с (5.5.76)—(5.5.80). 
Сложив уравнения (5.5.76) и (5.5.77) и проинтегрировав, по- 
лучим 
ой - а, = Е =const. (5.5.81) 


Следовательно, движение полностью ограничено 1). Исключая yp из 
(5.5.75) и (5.5.77), получим 


(2) = Са (E—a,)— ЕК _ 


202 
= С? [F? (а) —G? (a), (5.5.82) 
rye 
Fo+0,VE—4, Gat еек]. (5.5.83) 
2 . 


Функции Р (%,) и G(a,) схематически показаны на рис. 5.2. Для 
реального движения величина G? не должна превосходить F?. 
Точки, в которых значения С и F равны, соответствуют обра- 
щению в нуль обеих производных &, и а1. Кривая типа G,, ко- 
торая пересекает обе ветви графика функции F или одну ветвь 
в двух различных точках, соответствует периодическому движению 
для фаз и амплитуд и, следовательно, соответствует непериоди- 
ческому движению. Решение для фаз и амплитуд может быть 
выражено в эллиптических функциях Якоби. Однако точки, 


1) В самом деле, из соотношений (5.5.81), (5.5. ms (5.5.60), (5.5.61) выте- 
кает ограниченность обеих координат x, 0.— Прим. ред. 
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в которых кривая С, касается ветвей графика функции F, соот- 
ветствуют периодическим движениям, при которых нелинейность 
настраивает частоты &, и ®, на точный резонанс. 


Рис. 5.2. 


5.6. Методика фон Цайпеля 


В $5.5 для определения первого приближения в гамильтоно- 
вых системах использовался метод вариации произвольных посто- 
янных в сочетании с методом усреднения. Фон Цайпель [1916] 
предложил методику для нахождения высших приближений. 
В этом параграфе дается ее описание и рассматривается ее при- 
менение к первым двум примерам предыдущего параграфа. Суть 
этой методики состоит в разложении производящей функции $ 

Ре) 


в ряд по степеням малого параметра e, $ = У e”S,, и в после- 
п=0 
довательном определении S, как решений цепочки дифференци- 
альных уравнений в частных производных. 
Пусть гамильтониан рассматриваемой системы имеет вид 
Q 
H (p, 4, t)= У eH, (р, 4, #),e<I, (5.6.1) 
i= 
где q—BeKTOp обобщенных координат, а р— сопряженный вектор 
импульсов. Пусть $, =, (Р, 4, Ё) —полный интеграл уравнения 
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Гамильтона — Якоби 


H, St. 7 +9 =0, (5.6.2) 


и пусть p=p(P, О, №) и q=q(P, 0, 2) —решения уравнений 


Os 
ре, =. (5.6.3) 


Предположим, что векторы Р и Q не постоянны, а меняются BO 
времени, и выберем функцию $ =5, (Р, 4, 2) в качестве произво- 
дящей функции для перехода от канонических переменных риа 
к каноническим переменным Р и 0. Тогда гамильтониан Н пре- 
образуется к виду *) 


oc 


Н(Р, О, =У e"H,, [p(P, Q, ¢), а(Р, Q, t), И = 
= ен, р (р, 9, 9, ч.9, 0,1 = 
— У ый, (P, 0, 2). (5.6.4) 


п= 


Следовательно, Р и @ описываются уравнениями в вариациях 


— Sie othe (P, Q, 2), (5.6.5) 
| 
Q= Ve ae (P, Q, 2). (5.6.6) 


Для определения приближенного решения уравнений (5.6.5), 
(5.6.6) с точностью любого порядка введем в рассмотрение почти 
тождественное преобразование канонических переменных Ри Q 
в канонические переменные Р*и Q* с помощью производящей 
функции 


N fea) 
$=\У PiQ,+ > e"S,, (P*, Q, #). (5.6.7) 
i=] n=} 
Tak что 
P,=Pi?+y, en 50" (P*, Q, В, (5.6.8) 
n=] ' 


1) Согласно общей формуле (5.5.15).— Прим. ped. 
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——- 


а гамильтониан Я преобразуется к виду 


K=™ e" i {(P*, Q, =, =" Я, (>> gm a 
т=1 


n=] n=l 


Г ale 


uve “ (5.6.9) 


n=l 


Для определения K,, разложим при малом = правую часть в (5.6.9) 
и затем приравняем коэффициенты при равных степенях € в обеих 
частях. a уравнения 


Я, (Р*, Q, 0-7, (5.6.10) 
N 
2 OS; GA, jo, 9$ 
K, =H, (Р*, Q, 9+2 co opr (P,Q, +52, (5.6.11) 
К, =Е„- 988, (5.6.12) 
где F, =F, (P*, О, Ё — известная функция от Ay, |: errs: mee 
S,, Ss, ..., S,-,;. Функции S, остались неопределенными и могут 


быть выбраны по нашему усмотрению. Поскольку в общем случае 
F,, содержит быстропериодическое слагаемое FS и медленно меняю- 
шезся слагаемое FL, то можно положить 


K,=Fi, St — (5.6.13) 


Таким образом, K,, содержит только медленно меняющееся сла- 
гаемое, в то время как $, содержит только быстропериодичес 
кое слагаемое. Функции S, могут быть найдены последователь- 
ным решением цепочки дифференциальных уравнений в частных 
производных из (5.6.13). 

В основе рассматриваемой методики и обобщенного метода 
усреднения п.5.2.3 лежит одна и та же идея. Стерн [19716] по- 
казал, что для гамильтоновых систем методики Крускала и фон 
Цайпеля эквивалентны. В обеих методиках вводятся почти тож- 
дественные преобразования старых зависимых переменных, кото- 
рые содержат быстропериодические и медленные слагаемые, к 
новым зависимым переменным, которые содержат медленно ме- 
няющиеся слагаемые. Основное различие между двумя методи- 
ками состоит в том, что в методе фон Цайпеля преобразование 
должно быть каноническим, в то время как обобщенный метод 
усреднения не предполагает преобразование каноническим, а сис- 
тему —гамильтоновой. Моррисон [1966] показал, что вплоть до 
второго порядка процедура фон Цайпеля представляет собой 
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частный случай обобщенного метода усреднения. Джакалья [1964] 
вывел разложение для произвольного порядка; Баррар [1970] 
исследовал сходимость в методике фон Цайпеля, Мьюзен [1965] 
показал, что с помощью операторов Фаа де Бруно [1857] урав- 
нения, определяющие разложение, записываются в компактной 
форме. Ниже выводятся разложения второго порядка для пер- 
вых двух примеров, обсуждавшихся в предыдущем параграфе. 


5.6.1. Уравнение Дюффинга 


В качестве первого примера рассмотрим уравнение Дюффинга 
(5.5.23), которое соответствует гамильтониану (5.5.24). В п.5.5.1 
было найдено, что решение задачи, соответствующей Ну, задается 
соотношением (5.5.31). Следовательно, 


A= эл, (¢ +8), (5.6.14) 
&=—%, p= 27 (5.6.15) 


Чтобы найти приближенное решение уравнения (5.6.15), введем 
в рассмотрение почти тождественное преобразование переменных 
a и В к переменным ©* и В*, задаваемое с помощью производя- 
щей 


= a*B + eS, (a*, В, t)+ eS, (a*, В, f)-+.... (5.6.16) 
Следовательно, 
ama ее +... (5.6.17) 


а гамильтониан Н преобразуется к виду 
9 
K = Хек, (=, Bf) = 
A= 
aS, AS, 


са + - 95. 
а (ЕВ [ot te Fiber See... | +809 


Sie SL... 

(5.6.18) 
Приравняв коэффициенты при равных степенях в в обеих частях, 
получим 


К, ==: | FF 60524, (# +B) + 60546, (f+ p)| +77, (5.6.19) 


Ky = Ge sint 0, (+B) + Fe. (5.6.20) 
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Положив К, равным медленному слагаемому в правой части 
(5.6.19), будем иметь 
#2 
ее (5.6.21) 


80% 


о (5.6.19) принимает вид 


“г [- 1 с0$ 26 (#- В) + 608 400, (# + в) =0. (5.6.22) 


Решением уравнения (5.6.22) является функция 
Sie [sin 20, (t-+B)——+ sin 40, (+8). (5.6.23) 
408 8 
Уравнение (5.6.20) при этом значении $, перепишется в виде 
о 1 : 55 
К, = | c0s 20, (t+ B)— cos 4009(¢ +) | sint o, (¢ 4-6) +52. 
Wo 
(5.6.24) 


Приравняв К, медленному слагаемому в правой части этого урав- 
нения, получим 


17a? 
=— ——., 5.6.25 
К, 6408 
Следовательно, будем иметь во втором порядке 
30%” за 
К Bel tok (5.6.26) 
и, далее, 
з OK 
= ape = 0, ИЛИ a =const, (5.6.27) 
а a" Sl 22 о"? 
Bar a gk И G8? 
откуда 
3 a* 5 со Bo 
а ——w 5? | [р 6. 
р (3 wt 64 oe ) + Wo ’ (5.6.28) 


где В, постоянная. 
Поскольку S, найдено, то имеем 


о = 
= 7 [cos 20, (£ +B) — 1 cos 40, (¢ +) | +0 (=2), (5.6.29) 
В =В- = : _— 


a oe — [sin eng (Е +B) — sin 4a, (Е + В) +0 (=). (5.6.30) 
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Разрешив уравнения (5.6.29), (5.6.30) относительно @ и В, полу- 
чим для них следующую зависимость от a@* и }В*: 


a~ at +82 | cos 26, (# + В") —ч.с0з4в, (1 В") | +0 (29), (5.6.31) 


Для сравнения этих разложений с разложениями, полученными 
с помощью других методов, подставим @ и В вида (5.6.31) и 
(5.6.32) в равенство (5.6.31) и разложим его при малом а, пред- 
полагая © и В* фиксированными. Получим 


V 2a* 3 
ae (1 =o) sin (@t +8,) 
ыы 0(=*), (5.6.33) 
160 
rye 
o =, (1+6*). (5.6.34) 
Положив 


будем иметь 


а + 16° oe + О (e?). (5.6.35) 
Следовательно, 
g=asin (wt +f,)— gear sin® (wt ЕВ.) О (8*), (5.6.36) 
где | 
3 a 15 о at 
0 | + = ie one a + О (#3 ). (5.6.37) 


Это разложение согласуется с разложением, полученным в § 5.3 
с помощью метода Страбла, и с разложением, полученным в 
п. 5.4.1 с помощью метода Крылова — Боголюбова — Митрополь- 
ского. 


5.6.2. Уравнение Матьё 


Ниже будет построено разложение второго порядка для ураг- 
нения Мать (5.5.35), которое соответствует гамильтониану (5.5.39). 
Решение, соответствующее Н,, может быть записано в виде (см. 
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рп. 5.5.1) 

V 2a : 
I=; —V 2asinw (t+). (5.6.38a) 
Следовательно, & и В являются каноническими переменными 
относительно гамильтониана !) 


Я =< cos* 6 (t +) cos 24. (5.6.386) 


Перейдя с помощью производящей функции (5.6.16) or перемен- 
ных & и В к переменным @* и В*, с учетом (5.6.17) будем иметь 


К =еК, К. - ... — 
на (+= +.. . ) cos*w (t+) cos 2¢ +e 5+ 
Tee gre eas (5.6.39) 


Приравняв в (5.6.39) коэффициенты при одинаковых степенях &, 
получим 


K, — 95 


at + сое + os 2 (@ -+- 1) ¢+ 6] + 
+ $c0s2[(o—1)t+o6]}, (5.6.40) 
KG = ОР St cost 6 (¢ +f) cos 24. (5.6.41) 


В зависимости OT того, находятся ли значения w вблизи от 1 
(резонанс) или вдали от нее, следует рассмотреть два случая. 
Начав со второго, мы рассмотрим далее оба случая. 

Случай, когда ® принимает значения вдали от 1. В этом 
случае все слагаемые в правой части (5.6.40) являются быстро- 
периодическими. Следовательно, К, ==0 и 


Я { sin 26 p PO Sn ah (5.6.42) 


Подставляя a значение $, в (5.6.41), получим 
OS, 
К» = Or — © оз 2 (Е Е В)Х 
x cos af Ре ИОВ. ces Phe orl | 


a+! a— | 
95. ‚* 2 2) 2[(a+2 
= Be aot cos om = t+] лв cos Ko ah ВОР p 
cos 4 {(w-+ 1) ¢-+- оВ] eae + wp] 
+ 2(@-+ 1 + 2(@—1) те 
a cos fo Er Pt cop A? cos 2a) СВ. (5.6.43) 


1) См. п. 5.5.2, уравнения (5.5.41).— Прим. ред. 
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Если значения ® находятся также вдали от 2, то имеем 
1 a* 
K, = “Te ор, (5.6.44) 


поскольку остальные слагаемые в правой части (5.6.43) являются 
быстропериодическими и в совокупности должны быть приравне- 
ны — OS,/0t. В этом случае к иметь 


1 


К= — 16? a ery tO (e ). (5.6.45) 
Следовательно, 
Ot = — Sr =0 ИЛИ &* =const, (5.6.46) 
| OK 1 
В" = — ао aa py + O (=° ) (5.6.47) 
и, далее, 
ee ee eee ааа (5.6.48) 
16a? (@?—1) 1 Po ma 
20 | | 5 
gal* ~cos 0 { |1 вет) t+By b+ (е*). (5.6.49) 


Таким tee в рассматриваемом случае координата 9 ограни- 
чена и движение устойчиво. 

Для значений ®, близких к 2, величина cos 2 [(@—2) )t-+ of] 
меняется медленно и должна быть включена в K,; в противном 
случае в выражении для ©, будут содержаться вековые члены 
или малая величина в знаменателе в соответствии с тем, равно 
ли значение в в точности 2 или не равно. Приравняв К, медлен- 
но меняющимся членам в правой части (5.6.43), получим 

©* cos 2 [(®—2) ito 
К ЕН, (5.6.50) 


o— | 


С погрешностью O (=?) величина Вв (5.6.50) может быть заменена 

на В*. Чтобы изучить движение в рассматриваемом случае, исклю- 
чим явную зависимость функции К от переменной 1, совершив 
переход от переменных @* и В* к переменным @ и В’ с помощью 
производящей функции 


S' =a’ [(w— 2) t + ®В*]. (5.6.51) 

Таким образом, 
at 9-07 (5.6.52) 
p’ = =(o—2) t+ of, | (5.6.53) 


К’ =K +(o—2)a’ = (в—2) а’ — 2 &, er + ty]. (5.6.54) 


16m? | ®—1 w?— | 
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Следовательно, 
., OK’ 
a= = On =p seas 2p’, (5.6.55) 
д 2 2 
p= 0-2, |S tar . (5.6.56) 


Как и вп. 5.5.2, можно получить, что уравнения (5.6.55) и 
(5.6.56) допускают интеграл 
52 


Ine’ = —lIn |o—2- Bay 


=p тв 503 2p’ | +const. (5.6.57) 


Отсюда получаем следующие условия неустойчивости: 


52 
16%? (@ В© 2TH |» 
или иначе 


o< 24+ +0(e), o>2—F+O(e%). — (5.6.58) 


В плоскости (@?, =) переходные кривые, отделяющие область 
устойчивого движения от области неустойчивого движения, исхо- 
AT из точки ®-=2 и задаются соответственно уравнениями 


4% 40(e%), 4—8 4-08) — (5.6.59) 


в согласии с тем, что было получено в п.3.1.2. 

Случай, когда ® принимает значения, близкие к 1. В этом 
случае величина cos 2[(@—1)¢-+ ©В] меняется медленно и поэтому 
должна быть оставлена в выражении для K,; в противном слу- 
чае, как это с очевидностью следует из (5.6.42), функция 5, 
будет иметь особенность в точке ® =1. Приравняв К, медленно 
меняющимся членам в — 6.40), получим 


KS “fs cos 2 [(@— 1) ¢+ of). (5.6.60) 
Следовательно, 


rae — $5, {cos t+ Feos2[(o+1t+op]}. (6.6.61) 


Решением уравнения (5.6.61) является функция 


И Е sin 2 [(o-+1) ¢+ of] 
О т (sin 2t eee (5.6.62) 
Подетановка S, в (5.6.41) приводит к уравнению 
к, == т FoF TT (08 2Mlo+ 1) t+ 98] cos? w (# +В) cos 2. (5.6.63) 
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Приравняв К, медленно меняющимся членам в (5.6.63), получим 


a* 
К, = тор. (5.6.64) 


Поэтому во втором порядке имеем 


ea* e2qt 
Tas l-garecn tO) (6.6.65) 


и, кроме того, 


аа pest. = 
= a 0082 [(o+ 01 + of] + (9, (5.6.66) 
Веб. = 
=B— чит {sin ot 4 ee} НО (e2). (5.6.67) 


Разрешив уравнения (5.6.66), (5.6.67) относительно a и В, полу- 
чим для них следующую зависимость от @* и В*: 


a = a*— Foley 0082 [Mo + ПЕ о" ]+O(e?), (5.6.68) 
2 l)é 
BB+ ao qsin 2 je } +0 (e) (5.6.69) 
Bie a выражение для В в (5.6.65), получим 
К = Ч ~ cos 2[(a@— 1) ¢ + of*}]— НЕО 
+ SES sin 2 [(o—1) t+ of] + 0 (='). (5.6.10) 


В присутствии последнего слагаемого в правой части урав- 
нения (5.6.70) проявляется недостаток процедуры фон Цайпеля 
в ее настоящем виде, в котором для определения быстро и мед- 
ленно меняющихся членов в (5.6.40) использовались смешанные 
переменные (новые импульсы и старые координаты). Если бы 
равенство (5.6.39) было выражено в новых переменных @* и 
В*, то функция S, поглотила бы это последнее слагаемое и сама 
должна была бы быть отнесена к медленно меняющейся части 
К.. Действительно, Брекуэлл обнаружил (см. Шехтер [1968]), 
что подобное представление в смешанных переменных при рас- 
смотрении движения частицы в окрестности треугольной точки в 
ограниченной задаче трех тел приводит к неверному результату 
(Брекуэлл и Прингл [1966]). Учтя это обстоятельство, Шехтер 
для определения медленно меняющейся части (членов с большим 
периодом) выразил гамильтониан в новых переменных до усред- 
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нения и получил правильное разложение. Мьюзен [1965] развил 
алгоритмы, с помощью которых с точностью до любого порядка 
могут быть выполнены преобразования переменных величин и 
произвольных функций от старых переменных к новым и обратно. 
Лацина [1969a, b] и Стерн [1970а, 1971а] получили в общем виде 
выражения для почти тождественных канонических преобразо- 
ваний старых переменных в новые. С помощью этих преобразо- 
ваний они модифицировали уравнение Гамильтона — Якоби. Го- 
лучающиеся в итоге схемы метода возмущений могут быть соот- 
несены с другими схемами, использующими канонические пере- 
менные, путем соответствующего выбора некоторых выражений, 
входящих в эти преобразования. 

Уиттекер [1916, 1937], Черри [1927], Контопулос [1963], Мак- 
намара и Уайтмен [1967] и Коффи [1969] разработали методику 
получения интегралов движения для гамильтоновых систем. 
В основе этой методики лежит тот факт, что любой интеграл 
канонических уравнений движения 


pe, ый 
I= бр, p= oq 


удовлетворяет уравнению 


a ан ay OH _ 
Le, = ба “op ap 09 9 


Эффективную и мощную методику выполнения преобразований 
переменных величин и произвольных функций к новым перемен- 
ным разработали Хори [1966, 1967] —с помощью рядов Ли, 
Депри [1969] и Кемел [1969, 1967] —с помошью преобразований 
Ли. Эта методика изложена в § 5.7. 

Выразив равенство (5.6.39) в новых переменных, мы бы полу- 
чили 


Исключим явную зависимость К от &, совершив переход от пере- 
менных @* и В* к переменным а’ и В’ с помощью производящей 
функции 


S'=a' [(w— 1) ¢ + wf*]. (5.6, 72) 
Следовательно, имеем 
ot — “. = ва", (5.6.73) 


p= = (@— ПЕ of * (5.6.74) 
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и, далее, 
; as’ о 
К =K +5 = cos 28 — озеро + (@— Ne. (5.6.75) 


Поэтому 
ates = sin 28’, (5.6.76) 
5, ОК’ , 
в =F cos 28 —gaepten! (5.6.77) 


Подобно тому как это было сделано в п.5.5.2, получаем для 
системы (5.6.76), (5.6.77) интеграл 


2 
па’ = —In ls cos 2B saa to! +const. (5.6.78) 


Следовательно, переходные кривые определяются равенством 


в -=|®— l—poreTh | 


откуда получаем 
Ф=1- 12—20 (28) (5.6.79) 
ИЛИ 
уе 52? +0 (83). (5.6.80) 


Эти кривые согласуются с кривыми, полученными в п. 3.1.2 
с помощью методики Линдштедта — Пуанкаре и в п. 3.1.3—c по- 
мощью методики Уиттекера. 


5.7. Усреднение с использованием рядов и преобразований Ли 


При изучении колебаний слабо нелинейной системы уравнения, 
описывающие эти колебания, обычно преобразуются к стандарт- 
ному виду 


fo) 


x=f(x; г) = Vat, (x), (5.7.1) 
m=0 
rye 
ont 


при помощи метода вариации произвольных постоянных. Здесь 
хи Г — векторы с N компонентами. Вектор х может иметь в ка- 
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честве своих компонент, например, амплитуды и фазы системы, 
или орбитальные параметры в невозмущенной задаче двух тел. 
Обозначим компоненты вектора Ё„ через [„„. Говорят, что KOM- 
понента X, вектора х является быстро вращающейся фазой, если 
Foe 0. 

Ранее было установлено (см. п. 5.2.3), что при изучении 
системы этого стандартного вида полезно рассмотреть почти тожде- 
ственное преобразование 


=Х(у; г) =у-еХ, (у) езХ,(у)+... = (6.7.29) 


переменной х в переменную у, такое, что система (5.7.1) приво- 
дится к виду 


у=Е(у; в )— тв (5.7.26) 


в котором функции 8, содержат только медленно меняющиеся 
члены. В п. 5.2.3 функции Х, и 6, определялись с помощью 
подстановки (5.7.2) в (5.7.1), выделения быстро и медленно меня- 
ющихся членов и предположения о том, что Х„ содержит только 
медленно меняющиеся члены. 


5.7.1. Ряды и преобразования Ли 


В этом пункте преобразование (5.7.2а) определяется как 
решение системы N дифференциальных уравнений 


= W(x; 2), Xles0=y. (5.7.3) 


Вектор W называется производящим вектором. На первый взгляд 
кажется, что мы попали в порочный круг: для упрощения исход- 
ной системы дифференциальных уравнений предлагаем решить 
опять-таки систему № дифференциальных уравнений. Однако это 
не так, ибо мы интересуемся решением системы (5.7.1) при боль- 
ших ¢, в то время как решение системы (5.7.3) интересует нас 
при малых €; последнее обстоятельство существенно упрощает 
нашу задачу. 

Уравнение (5.7.3) порождает так называемые преобразования 
Ли (Кемел [1970]), которые, будучи близкими к тождественному 
преобразованию, являются обратимыми. Если W не зависит OT &, 
то уравнение (5.7.3) порождает так называемые ряды Ли. При 
рассмотрении канонической системы Хори [1966, 1967] и Депри 
[1969] полагали 


х =| Р $ у = Р к (5.7.4а) 
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— 


где 4— вектор координат системы, р— вектор сопряженных им- 
пульсов, #— время, и определяли вектор \ равенством 


\ = и ‚ S=S(q, р, & 8), (5.7.46) 


где 5 — производящая функция. 


Для преобразования гамильтониана Н = >) (=”"/п!) Н, (4, р, #) 
n=0 


к виду K= У» (e”/n!)K, (©, P, f) Хори [1966] построил нерекур- 


n=O 

рентный алгоритм, использующий ряды Ли. Другой алгоритм 
для рекуррентного построения функции К с помощью преобра- 
зований Ли построил Депри [1969], Кемел [1969а] упростил 
этот алгоритм. Кемел [1969в], Кэмпбелл и Джеффрис [1970] и 
Мерсман [1970] показали, что теории Хори и Депри эквивалентны. 
Хори [1970] показал, что преобразования Ли эквивалентны 
методике фон Цайпеля вплоть до второго порядка. Шнайад [1970] 
доказал, что преобразование фон Цайпеля эквивалентно преоб- 
разованию Депри; Мерсман [1971] установил эквивалентность 
преобразований Хори, Депри и фон Цайпеля. Следует упомя- 
нуть, что теория возмущения, основанная на рядах и преобразо- 
ваниях Ли, имеет несколько преимуществ по сравнению с мето- 
дикой фон Цайпеля. Производящая функция не является функ- 
цией смешанного набора старых и новых переменных, теория 
эта канонически инвариантна, и для любой функции старых 
переменных можно получить прямое разложение в новых пере- 
менных. 

Кемел [1970] ввел в рассмотрение преобразование (5.7.3) и 
построил алгоритм приведения системы стандартного вида (5.7.1) 
к виду (5.7.26). Кроме того, он построил алгоритмы, с помошью 
которых можно: 1) преобразовать любую вектор-функцию от 
старых переменных к новым; 2) найти преобразование (5.7.2a) 
и его обращение. Более глубокое изучение математической и 
прикладной значимости этих алгоритмов провели Анрар [1970] и 
Кемел [1971]. Ниже мы построим эти обобщенные алгоритмы и 
затем в п. 5.7.5 приспособим их к случаю канонических систем. 


5.7.2. Обобщенные алгоритмы 


Пусть x=X(y; =)-—решение уравнения (5.7.3), и пусть 
y = Y(x; =) —его обращение. Тогда 


ах =Х,ау, dy=Y,dx, (5.7.5) 
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где приняты ee начения 


Ху =. ‘ (матрица Якоби) и Xy dy = ad “dy, 


Из равенств (5.7.5) имеем 
ах =Ху\Ух ах, 


откуда 
Ху Ух =/ (единичная матрица). 


Следовательно, 
Ух =(Ху)-! (обращение матрицы Ху). 


Из второго соотношения в (5.7.5) получаем равенство 
у = Ух, 
которое с учетом (5.7.1) можно переписать в виде 


у=8 (у; &) = УЕ | х=х (у: г). 
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(5.7.6) 


(5.7.7) 


Мы хотим получить разложение правой части (5.7.7) по сте- 


пеням € вида 


Из (5.7.7) имеем 
d d 
B= [(Yxi)xex (и: e)| = 


= q(x) B45 (YH) | 


x=X (у; 2)" 
Справедливо равенство 


д ду 
В Нах (ge) te 


(5.7.8) 


(5.7.9) 


(5.7.10) 


Поскольку равенство у = Y(X; =) является обращением равенства 
х-=Х (у; =) (которое задает решение уравнения dx/de = (х; Е) 


при условии ео то имеем 


ds — yy & x4 yw, 


откуда следует 
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Тогда (5.7.10) можно переписать в виде 
0 of д 
5= (Ух!) = Ух 5=— эх (Ух\) |. (5.7.11) 


Используя это выражение и замечая, что dX/de =W, перепишем 
соотношение (5.7.9) в виде 


d d 
ase dé [(Yxf)x=x (y; e)| = 


д И 
= Ом Ух 9х (М) к 


После упрощения получим 
д а 
= — de [(Yxf)x=x (У; в) | — [YxDf]x=x (у; &), (5.7. 12) 


где использовано обозначение 


РЕ НЫМ — М. (5.7.13) 


Повторно используя соотношение (5.7.12), можно получить 


ап 
= — [Y¥xD"¥]x=x (у; 2}. (5.7. 14) 


Поскольку из условия х|г=о =у следует 


Ух | :=.=/ (единичная матрица), 


то имеем 
d"g 
den 


= D"j 


e=0 


(5.7.15) 


x=y, e=0 


Для нахождения О” предположим, что вектор W может быть 
разложен в ряд 


@ gn 
\ —= У ar Waa (5.7.16) 


так что преобразование (5.7.3) может быть проведено последова- 
тельно до любого порядка. Если имеет место представление 
ao 


f= У (e"/n!)f,, TO соотнощение (5.7.13) принимает вид 
n=0 
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Полагая п=Е-- 1 в первом члене и п=А— т во втором члене, 
можно переписать это ee в виде 


© 
ek У ek в | Ofg- ow , 
pt=>) “pr Ма 2a "RE У Ст Ge SK Wm ti — aK be ’ 


или сокращенно 


У (5.7.17) 


Здесь использованы обозначения 


Е 
Вы Ха (5.7.18а) 
т=0 
Lng =k W,,— 26" g, (5.7.186) 
С Е! 


тт)! т! ° 


Повторно используя соотношения (5.7.17) и (5.7.18) и полагая 
f, =f, получим 


pi=> oie, (5.7.19) 
где 
ig? = fgg? + > СВ, (5.7.20) 
Следовательно, имеем 
ую, 1 Laas, (5.7.21) 


Рекуррентное соотношение (5.7.20) может быть наглядно пред- 
ставлено с помощью треугольника Ли, введенного Депри [1969]; 
он несколько напоминает треугольник Паскаля и показан на 
рис. 5.3. 

Имеем, например, 

КР =f, + Е, 

i == f, т Lf, =r L,fy, 

f'2 = iP? +- LAY. 

во =f, + £,f, + 211, + Го, 
FP AP + LAP + Lyi, 
9—1 4 LF, 


(5.7.22) 
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При выводе решений методом возмущений часто бывает необхо- 
димо выразить некоторый вектор 


o 


Ре Г», FAQ т |’ (57.234) 
в зависимости от НОВОЙ переменной у в виде 
С (у; & =Е[Х (у; 2); =] = 
то пе Fo (y= ney, exo? (5.7.236). 
где приняты обозначения 
Fatt or, grat, (5.7.23в) 


Рис. 5.3. Треугольник Ли. 


Используя (5.7.16) и (5.7.23а), можем выразить это последнее 
равенство (аналогично выводу (5.7.17)) в виде 


dF Ng . ¢ 

= а Fe, (5.7.24) 
где 

R 
FR = Рун > Е (5.7.25) 

£,G = w,, (5.7.26) 
Повторное применение (5.7.24) и (5.7.25) дает 

ФР ow ей 

=», FP. (5.7.27) 
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Здесь приняты обозначения 
К 
Е = рить + & CLP „РГР, FO =F,. (5.7.28) 
Следовательно, 
С (у; =) = Pe г POO FO == FY | х=у- (5.7.29) 


Уравнения (5.7.27)—(5.7.29) отличаются No виду от уравнений 
(5.7 19)—(5.7.21) только наличием другого оператора „®; поэтому 
соотношение (5.7.28) также может быть наглядно представлено 


с помощью треугольника Ли. 


5.7.3. Упгощенные общие алгоритмы 


Для упрощения алгоритма, задаваемого, например, с помощью 
соотношения (5.7.20), Кемел [1969], [1970] записывал сначала 
это соотношение в виде 

kal 
BP =H С ena (5.7.30) 


Затем он последовательно исключал функции из правой части, 
чтобы наконец выразить ff? в виде линейного функционала 
от функций fet, ["+^-0, .,., |. Предположим поэтому, что 


Е 
io ие — У Сб fork, (5.7.31) 
= 
где линейный оператор С, является функцией операторов /., 
L,-,,..., (1. Подставив (5.7.31) в (5.7.30), получим следующее 
рекуррентное соотношение: 
1-1 


G,=Lj— Х CEAL,Gjem 153] 51. (5: 7.32) 
т=!| 
Например, имеем 
GS hi; 
G,= L, —L м 
G,=L,—L,(L,—L,L,)—2L,1. (5.7.33) 
При п=0 и n=1 из (5.7.31) имеем 


R 
Mm i+ D Ci, wn (5.7.34) 
f=) 


Е 
f paar — си, в- На» (5.7.35) 
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где 
1=1 
fj, ; = Gl? = L fo > Я ЕЕ (5.7.36) 


Это и есть упрощенный алгоритм Кемела. При #7 =0 будем 
иметь f,;=0, поскольку в рекуррентном соотношении второй 


индекс { фиксирован. 
Кемел получил более удобную форму этого алгоритма, запи- 
сав (5.7.35) в виде 


k-1 
КО =F, 4 pa CP ipa (5.7.37) 


Из (5.7.18а) имеем, что 
k—1 


fia ty + BY Cha hyp + La. 


Поэтому (5.7.37) можно переписать в виде 
k-1 


ff, + 2 [CF AL fp; + CFE, А+ Lolo. (5.7.38) 
j= 


Вспомнив, что dx/de = W, будем иметь из (5.7.3): 
Kay +) Sx (у), (5.7.39) 
n=} 


rye 


d"W 


хи (у) = a для nl. 


e=0, x=y 


Тогда из соотношений (5.7.16) и (5.7.34) следует 
в; 
x = W,+ У CPx, 2-7, RL, (5.7.40) 
f=1 


где 


1-1! 
= G x — > Chae? За (5.7.41) 


Хх, 


Для нахождения обратного преобразования 


у=х- У, ту“ (х) (5.7.42) 
n=l 
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следует исключить разность X—y из соотношений (5.7.39) и 
(5.7.42). Это дает 


= У. ту) =— У ху). (8.7.43a) 
п=1 n=l 
Поскольку, однако, 


ude ==, (к) = х Уи (y), (5.7.436) 


TO имеем 
u, (x) =у“” (х), и” (у) =—х” (у), п>1. (5.7.43B) 


Тогда из (5.7.34) можно получить 
k=-1 
y® (x) = — x (x) + > CX) poss k>1, (5.7.44) 
j=] 
где X,,; определено соотношением (5.7.41). 


5.7.4. Схема процедуры 


Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, записан- 
ную в стандартном виде 


ая Е, (x). (5.7.45) 


Суть алгоритмов, рассмотренных в предыдущем пункте, заклю- 
чается в том, что с помощью перехода от переменной х к пере- 
менной у уравнение (5.7.45) приводится к виду 


y= Do Fee), (5.7.46) 


в котором величины g, не содержат быстропериодических чле- 
нов. Для этого строится почти тождественное преобразование 
вида 


х=у+ У. = x (у). (5.7.47) 


Это преобразование приводит некоторый вектор 


F(x; 2) =У, SF, (x) (5.7.48) 
n=0 
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к виду 
< 


F (x; г) = >) a F’ (У). (5.7.49) 


п=0 


Алгоритмы, описанные в предыдущем пункте, могут быть ре- 
ализованы на ЭВМ, поскольку их действие сводится к повтор- 
ному применению элементарных операций. Ниже будет описана 
процедура для второго порядка точности. Положим для начала 


бо (У) =f, (У), 
F (у) =F, (у). eon 


Затем, приступая к разложению первого порядка, запишем ли- 
нейное дифференциальное уравнение в частных производных 


5 (У) =f, (y) Fe L,fy. (5.7.51) 


Положим $, равным медленно меняющимся членам \, и разрешим 
получающееся уравнение относительно W,. Тогда могут быть 
вычислены величины 


x) —= W,, 
Pepe es (5.7.52) 
FY = Е, РЕ, о. 
Вычислив 
81,1 = L,g,, 


мы можем приступить к разложению второго порядка. Запишем 
дифференциальное уравнение 


g, =i, +L,f,+2,,, +f, (5.7.53) 


и положим 8, равным медленно меняющимся членам правой 
части. Этим завершается построение разложения второго порядка. 

Проиллюстрируем эту процедуру, применив ее к уравнению 
Ван-дер-Поля 


д-+9=е(1— 9?) 9, (5.7.54) 


решение которого при г =0 имеет вид 
qg=acosp, ф-==Е-В. (5.7.55) 


Используя метод’ вариации произвольных постоянных, уравнение 
(5.7.54) можно заменить системой (см. п. 5.2.3) 


а= чув [а(1—ч2°)—аС,-+ 125. |, (5.7.56) 


Ф=1+ | (1—9) 5, — Fars, |, (5.7.57) 
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где 
C,=cosng, S,=sinng. 


Уравнения (5.7.56) и (5.7.57) имеют вид (5.7.1), причем 


а 
= м (5.7.58) 
ры |, (5.7.59) 
Гза(1—ч4*)— зас, + ас, 
=|, : | (5.7.60) 
| > (1—52* ) Ss gars, 
f,=O при n>. (5.7.61) 


Совериим теперь переход от переменной x = le K y= ee 
Из соотношений (5.7.50), (5.7.59) получим 


0 
бо = Hi (5.7.62) 
С помощью (5.7.186) и (5.7.59) находим, что 
OW, 
[1 = — 29 - (5.7.63) 


Следовательно, (5.7.51) принимает вид 
ow, 


В — 5. (5.7.64) 
Считая, что быстропериодические члены в Н отнесены к W,, 
найдем 
def pt ost 
ae? : (1 i }} (5.7.68) 
0 
Решив полученное в результате уравнение, будем иметь 
г 1 * 1 # 7 
Ww — 7 &S3 +g a"'S; (5.7.66) 
ee 1 [i seh йе | a 
[[+(1—5 )С:+ ва С. | 


где Si =sinng* u С; =с0$ пФ”. 
С учетом (5.7.61) и (5.7.63) уравнение (5.7.53) принимает вид 


ow, 
53 = (1+8) — Gage | (5.7.67) 
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Считая, что быстропериодические члены отнесены к W,, получим 
g,=<Lip>+<L£.g. (5.7.68) 


Поскольку g, состоит только из медленно меняющихся членов, 
а \!, —-только из быстропериодических членов, имеем <L,g,> ==0. 
Следовательно, 


0 
= == 3 2 1 4 
в = <Lif> zee oe | (5.7.69) 


Тогда имеем 


@* le? (1—5 +34") em) 
32 
в соответствии с разложением, полученным в п. 5.2.3 с помощью 
обобщенного метода усреднения. 

Чтобы сравнить разложение, полученное в этом пункте, с раз- 
ложением, которое получено в п. 5.4.2 с помощью методики 
Крылова — Боголюбова — Митропольского, необходимо соотноше- 
ние (5.7.55) выразить в новых переменных. В нашем случае 


q= -х: — F(X), (5.7.71) 
причем 
F,=acosg, F,=O при п 1. (5.7.72) 
Из (5.7.50) имеем 
F == а* cos g*. (5.7.73) 


Тогда соотношения (5.7.52) и (5.7.26) дают 
Е: о =, (а* cos ф*) = [с0$ g*, — a*sin ф*] W, = 
ee (1 да" sin @* — а* sin 3 ф* 
4 4 $? 55 фа 
Следовательно, имеем равенство 
g=a* cos $" ва" | ( 1 ao ) sin o* а" sin 3° | +0 (e2), 
(5.7.74) 


которое можно переписать в ие 


9 = а* cos p— a sin 3p -+0(e?), (5.7.75a) 
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где 
d ! 
#1 (3—5 8 “+355 poe oe eine) 


Результат согласуется с разложением, которое NoOwyyeHoO BN. 5.4.2. 
с помощью методики Крылова — Боголюбова — Митропольского. 


5.7.5. Алгоритмы для канонических систем 


Для преобразования гамильтониана 


H(p, 4, Бе=У. SH, (р, а, 0 (5.7.76) 
n=0 
в новый гамильтониан 


K(P, Q, 5 9) =У. ТК, (P, 0, 5 (5.7.77) 
n=0 _ 


Хори [1966, 1967] и Депри [1969] использовали соответственно 
ряды и преобразования Ли. 


Если положить 
q Q 
к}. у=|Р|, (5.7.78) 
1 t 


FS Ss Hp 
w=|—s,|, f=|—4, |, (5.7.79) 
0 
TO гамильтониан K порождает вектор 5 согласно равенству 
Кр 
=| —Ка |. (5.7.80) 
1 


В этом случае алгоритм п. 5.7.3 сводится к скалярному виду 
(Кемел [1969а]) согласно соотношениям 


К, =Но(@, Р, 1), 


n-\ 


K, 28, +> СН, ECO Ria os (5.7.81) 


j=l 
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В которых приняты следующие обозначения: 
of OS; of OS; 


Lif =30 oP ЭР 54 › (5.7.82а) 
DS, __ OS, ; 
Gt at —LnHg, . (5.7.826) 
1-1 
Ку = LiK;— У A ary Е (5.7.82) 


В результате преобразования, приведенного выше, старые пе- 
ременные будут выражаться через новые согласно равенствам 


ч= -в+> 4" (@, Р, 2), 


(5.7.83) 
р=Р +У тр“ (@, P, 8, 
n=] 
в которых введены обозначения 
n=l 
OS n у 
q” ath Cl ayn 
a (5.7.84a) 
P= i Di nj 
Ч = Liq? — > Ch bn j—m, is 
i (5.7.846) 


1-1 
рые р — > ChLnd im, i 


До третьего порядка вышеприведенные алгоритмы будут зада- 
ваться следующими соотношениями: 


К, = (5.7.85) 

K,=H, “Bs, (5.7.86) 

К, =H, + Lif, СК, — 5, (5.7.87) 

Кг = НН, НН, + 2LiK, + Lik, LK, —2% , (5.7.88) 
gq? =o ‚ q? = + Liq®, \ 

(3) =: (2) a) 72d) 0 
q® = + 214 + Liq? — (74%, | 
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p® = 28 p” a 3 + Lip™, 
rn = й (5.7.90) 
р ras а + OL’ ip‘ ) +L op? — Li р®. 


Далее мы проиллюстрируем эту процедуру на примере кача- 
ющейся пружины с гамильтонианом (5.5.57). Используя решение 
(5.5.67) — (5.5.70), приведем этот гамильтониан к виду 


| 
Н=Н.-+5Н,-+..., (5.7.91) 
где 
H,= oa [sin? В, —2cos? B,} sin B,, (5.7.92) 
H,= “3 2 sins В, + а sin’ В, соз? By, (5.7.93) 


и В, =o; (1-- В). 
С помощью алгоритма, описанного соотношениями (5.7.85)— 
(5.7.87), перейдем от переменных @, В и гамильтониана Н соот- 


ветственно к величинам @*, В* и K=K,.+K,+5 К, +. . По- 


скольку H,=0, то из (5.7.85) получаем, что K,=0, a из 
(5.7.826), — что 925,/91= 05,/0{. С учетом (5.7.92) соотношение 
(5.7.86) запишется в виде 


Ка ai{en 8+ +3 sin (Bi + 2B%) + 


+ sin [(o, —20,) t + 6.8; — 20,64) | . (6.7.94) 


Все слагаемые в К, будут быстропериодическими, если только 
не выполнено условие @, =2®,. Если же оно выполнено, то 
величина sin [(®, —20,){-- ®.В1! —20,В;] будет иметь большой 
период (медленно меняющийся). Полагая, что быстропериодиче- 
ские члены исключаются с помощью S,, придем к равенствам 


К, = se Va + sin [(@,— 2@,) ¢ + в. 81 — 2%.В:], (5.7.95) 


a; [| cosBi 1 3 cos (Bj +283) 
SEV Я [ара |. te) 


Если считать, что в (5.7.87) быстропериодические члены 
исключаются с помощью S,, то получим 


К, =<Н.>- <i +<lik,». (5.7.97) 
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Усредненные величины в выражении для К, задаются равенствами 
д 5 OK, д OK, 0S 0K, 0S 
<LiK >= ($B? San) + (GBs das) — (Bar dB) (бы: зв) 0, (5.798) 


да ОВз Oa Oa, Op, д» ОВа 
*2 = я 
a Зал аз __ Зала 
<H>= enol Tt bie co ai, iad 8 › (5.7.99) 
On, 951 \ OH, OS, __ OH, OS, OH, 9$1 
<= =. вор ав, бд (о OB.) das OB) = 


+ 961 an Saas Ws 
той 461? 421? оао, ~ 


1703 Jaros 
a па ; (5.7.100) 


В соотношениях (5.7.99) и (5.7.100) использовано то обстоятель- 
ство, что 0, = 2%, (т. е. kl ^/4тв, как это следует из ‘определе- 
ния @, И @,). Имеем, следовательно, 


К (6.7.101) 
и, далее, 
т 
ый a sh ; Sin [(@, —20,) t + ®.В; — 20,83] — 
в (5.7.102) 


Чтобы исключить явную зависимость К от &, совершим пере- 
ход от переменных <” и В* к переменным а’ и В’ с помощью 
производящей функции 


Si =a ree +65] + onB3. ` (5.7.103) 

Будем иметь 
at => ore (5.7. 104) 
а; =“ (5.7.105) 
ВЕ, (5.7.106) 
ee Sipe (5.7.107) 
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и, далее, 
1 98’ 3ЗаИщ _. ; р 
К и ee co 
2 
330% | З9ало | 91—20 , 
Set oe + пой. (5.7.108) 
Вспоминая, что а; = —0К’/08, и B;=OK’/da;, можем записать 
и Зоо Vo 5.7.109 
т Vik cosy, (5.7.109) 
Sora Vai 5.7.110 
Os == И cosy, (5.7.110) 
yr Заз ‘ 39a 1 — 205 
ae О Gy (5.7.111) 
» ЗИм . 33%. 39a 
В = УЕ sin Y— 5 + ЗВ $ (5.7.112) 
где принято обозначение 
у = o,f; — 2%.В.. (5.7.113) 
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Для использования канонических переменных нужно знать 
гамильтониан. Старрок [1958], [1962], идя по другому пути, раз- 
вил методику, в которой не используются канонические пере- 
менные. Суть ее состоит в усреднении лагранжиана и выписы- 
вании затем соответствующих уравнений Эйлера— Лагранжа. 
Уизэм [1965a], [1967а, 19676, 1970] разработал подобную методику 
для изучения волн, в которых частота и волновое число, так же 
как и амплитуда, являются медленно меняющимися функциями 
пространственных координат и времени. Более строгое обо- 
снование этой методики предложил Бишоп [1969]. Эта мето- 
дика не столь изящна, как процедуры, использующие канониче- 
ские переменные, однако она обладает тем преимуществом, что 
непосредственно приложима как к уравнениям в частных про- 
изводных, так и к обыкновенным дифференциальным уравнениям. 
Каваками [1970], Каваками и Ягисита [1971] для решения 
нелинейного уравнения Власова использовали канонические 
переменные в сочетании с гамильтонианами. 

Эта методика нашла приложение в разнообразных задачах 
распространения волн в жидкости и плазме. Лайтхилл [1965], 
[1967] применил теорию Уизэма к волнам умеренной амплитуды 
в глубокой воде; Карпман и Крушкаль [1969] использовали 
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теорию Уизэма для получения распада плоской волны на отдель- 
ные волновые пакеты, Хау [1967] изучал установившееся течение 
в открытом канале вдоль твердой поверхности, имеющей форму 
конечного набора волн. Брезертон [1968] рассмотрел линейное 
распространение воли в слабо меняющихся волноводах; Брезер- 
тон и Гарретт [1968] изучили медленно меняющиеся волны В 
неоднородных средах. Гарретт [1968], Дрейзин [1969], Рарити 
[1969] исследовали нелинейные внутренние гравитационные волны; 
Гаррет и Дрейзин определили соответственно эффекты сдвига и 
слабого атмосферного расслоения. Симмонс [1969] изучил взаи- 
модействие капиллярных и гравитационных волн; Гримшоу [1970] 
рассмотрел уединенные волны в воде переменной глубины. Крап- 
пер [1970] исследовал возникновение капиллярных волн под 
влиянием гравитационных. Доерти [1970], Галлоуэй и Крофорд 
[1970], Галлоуэй и Ким [1971] рассматривали нелинейные волны 
в плазме. Дьюар [1970] исследовал взаимодействие магнитогидро- 
динамических волн с неоднородной средой; Тан и Сивасубрама- 
ниан [1971] изучили нелинейную неустойчивость модулированных 
волн в магнитной плазме. Лоуэлл [1970] рассмотрел распростра- 
нение волн в решетках с ангармоническим потенциалом. Дадим 
описание этой теории и ее применение к трем примерам. 


5.8.1. Модель диспергирующих волн 


В качестве первого примера рассмотрим решение в форме 
ряда волн для модельного уравнения Брезертона [1964] 


Фиг Фу» 1 Vex +Q@=eQ’. (5.8.1) 


Вместо нелинейного члена #ф? здесь записан член eg*. Если 
пренебречь нелинейным членом e@’, то уравнение (5.8.1) допускает 
решение в форме бегущей волны 


ф=ас0$0, 0=Ёх— Е, (5.8.2) 


в котором ® и А удовлетворяют дисперсионному соотношению 
w? = k*—k? + |. (5.8.3) 


Медленно меняющееся решение в форме ряда волн будем искать 
с помощью вариационного подхода; запишем сначала лагранжиан, 
соответствующий уравнению (5.8.1) 


he. г. | | | 
1=5$1— 5 Puts $1—5 Ф* + Teg. (5.8.4) 


Нетрудно проверить, что уравнение (5.8.1) является уравнением 
Эйлера —Лагранжа, соответствующим этому лагранжиану. Будем 
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искать разложение вида 
ф=ас050- У A, cos и0 + О (=?), (5.8.5) 
n=2 


где 
Веб. W205 (5.8.6) 


а величины а, ®, Ки A; являются медленно меняющимися функ- 
циями от x и Ё. В предположении, что 0 дважды непрерывно 
дифференцируема, из (5.8.6) можно получить условие совмест- 


НОСТИ 
bio, (5.8.7) 


Поскольку в прямом разложении вековые члены впервые 
появляются среди членов порядка О (=), то будем предполагать, 
что величины ау, а,, Wy, ®,, Е, и КЁ, имеют порядок О (=). Таким 
образом, 


ф, = аюзш0- а, соз0- г® У nA, зши0 +0 (2), 
n=2 
ф,. = —aksinO+a,cos6—ek У nA, sin nO +0 (e?), 
na=2 


xx = —- ak? cos O—2a,k т 0— в? У п?А, cosn0+0 (e?). 
n=2 


Подставляя эти выражения в (5.8.4), получим лагранжиан, He- 
явно зависящий от хи Е через функции 60, а, ®, Ки A;. Члены, 
зависящие от ©, в выражении этого лагранжиана периодичны 
по 9 с периодом 2л. При изменении 09 на интервале [0, 27] 
остальные параметры претерпевают очень малое изменение. Г1о- 
этому с изменением x и ¢t изменение лагранжиана L, обуслов- 
ленное зависимостью от 9, происходит намного быстрее, чем 
изменение, обусловленное зависимостью от остальных парамет- 
ров. Как и в других разновидностях метода усреднения, вели- 
чину L следует усреднить по 0 на интервале от 0 до 2л, пред- 
полагая a, ®, Rk и A; постоянными. С этой целью усредним 
сначала отдельно каждый член в Г. Будем иметь 


a*kt +O (e2), 
at + O(e). 
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Следовательно, 


9 =Т=т (okt +k lat+ Sat t+O(er). — (5.8.8) 


Усредненный лагранжиан - явно зависит от а и неявно — 
от 8 через посредство ® и №. Запишем теперь уравнения Эйле- 
ра— Лагранжа, соответствующие переменным а и 0. Уравнение 
Эйлера— Лагранжа, соответствующее а, будет иметь вид 
Of /da=0; отсюда получаем дисперсионное соотношение 


ot = kt— ht 4 143 ea? -0 (22). (5.8.9) 


Отметим, что дисперсионное соотношение можно получить с по- 
мощью принципа гармонического баланса, т.е; подставив 
ф=асоз0 в уравнение (5.8.1) и приравняв коэффициенты при 
cos@ в обеих частях. В силу равенств © = —6, и А =6, уравне- 
ние Эйлера— Лагранжа, соответствующее переменной 0, запи- 
шется в виде 


Ка )-H-0 вы 
ИЛИ 
—5(Se)+% (SE) =. (5.8.11) 
С учетом соотношений 
т «а? + О (=?), 9 = — + (2k*—k) a? +0 (=?) 
будем иметь 
2 (ваз) + 2 (2—1) а] =0. — (5.8.12) 


Чтобы т (5.8.12), продифференцируем обе части в 
(5.8.9) по А. Получим 


ww’ = 23—А-О (2), 


где @’ =dw/dk—rpynnopaa скорость. Следовательно, (5.8.12) 
перепишется в виде 


д 9 р 
57 (ва) + Fy (Wo а?) = 0, 
ИЛИ 


да" д м 2 й = 
? ar + 5 (0 a’) | + 4? [0;,+0'o,] = 0. (5.8.13) 
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Поскольку для © = (Е) имеем в, =®’К,, то второй член в (5.8.13), 
согласно соотношению (5.8.7), обращается в нуль. Следовательно, 
уравнение (5.8.13) запишется в упрощенном виде как 

> ae (w’a?) = 0. (5.8. 14) 
Кроме того, имея в виду, что в == в (Е), можно переписать (5.8.7) 
в виде 


Ok , OR 
он 0. (5.8.15) 


Таким образом, изменения в пространстве и во времени ампли- 
туды а, частоты ® и волнового числа Ё задаются соотношениями 
(5.8.9), (5.8.14) и (5.8.15). 


5.8.2. Модель взаимодействия волна — волна 


Проведя в предыдущем пункте разложение до второго по- 
рядка, мы пришли бы к соотношению 


p =acos0-+ зуд cos 30+ 0 (e%). (5.8. 16) 


Будучи справедливым для широкой области значений №, это 
разложение нарушается вблизи А? == 1/3. В этом случае говорят, 
что имеет место резонанс в третьей гармонике; величины с0$6 
и cos 30 удовлетворяют при этом одному и тому же дисперсион- 
ному соотношению. Последнее означает, что основная и третья 
гармоники имеют одинаковые фазовые скорости, равные w/k. 

Чтобы построить для уравнения (5.8.1) разложение, справед- 
ливое вблизи Ё? = 1/3, будем предполагать, что это разложение 
имеет вид 


ф=а, со36, + а, с030,--=2 »Х A,cos(8,+v,)+0(e2), (5.8.17) 
nel, 3 


где 
0,=k,x«—o,(+8,, = ЕЦ, (5.8.18) 
причем 
Е: ^^ 3k,, 0, А За. (5.8. 19) 


Отметим, что главный член разложения содержит основной тон 
соз0, и его третью гармонику с0$0,. Поскольку нас интересует 
случай #1 ^ 1/3, то будем считать ®; и A; постоянными, а вели- 
чины В; V;, ар и А, —медленно меняющимися функциями от х 
и Е. Подставим, далее, это разложение в (5.8.4) и усредним по- 
лучающийся лагранжиан по переменным 0,;, предполагая B;, v 
a, и А; постоянными. 


iy 
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Проводя усреднение, следует помнить, что, хотя переменные 
9, и являются быстрыми, величина 0,—30, меняется медленно. 
Таким образом, 
ф“ = 3 (at+ 4aza’ ча) +5 aia, соз(9, — 30,) + O (г), 
9" = (5 аа) +0 (2), 
1 
2 


ф? = py, (7 — 2B ;4) a? + O (?), 
@=5 R (42h a? +0 (е*) 


С учетом этих о лагранжиан Y запишется в виде 


| , ; 
о > 0; (By + Oj.) а? + 
i=1,3 
+5 (at-+ data? +a’) +5 ata, cos6, (5.8.20) 
где 
б=0, —30, = (Е, —3k,) х— (®, —30,)¢+fB,—3B,. (5.8.21) 
При получении (5.8.20) мы использовали дисперсионное соотно- 
шение (5.8.18) и следующее определение групповой скорости: 
©; = (2k? — k;)/@;. 
При постоянных @; и К; величины а; и Py удовлетворяют 
уравнениям Эйлера — Лагранжа 


OL 
‘oa? (5.8.22) 
ое (daa) tae (58%) — ape (5.8.23) 


Подставляя „9 из (5.8.20) в эти уравнения и используя (5.8.21), 
получим 


Bir + Вах =e (a; + 2аз + a,a,cos 8], (5.8.24) 
Bott OsBax = баз (Sai +- Заз + aja;" cos 6}, (5.8.25) 
oes + vas = 5 aja, sin 6, (5.8.26) 
м ow, Fs = = aj sind, (5.8.27) 


Эти уравнения согласуются с уравнениями, полученными в ВН 
6.2.9 с помощью метода многих масштабов. 
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5.8.3. Нелинейное уравнение Клейна — Гордона 


В качестве последнего примера рассмотрим вслед за Уизэмом 
[1965а] нелинейное уравнение Клейна —Гордона 


ини. + У’ (и) =0, (5.8.28) 


где И (и) — произвольная нелинейная потенциальная функция, 
обеспечивающая уравнению колебательные решения. Скотт [1970] 
рассмотрел частный случай И (и) = — с0зи, который описывает 
распространение магнитного потока в контакте Джозефсона. 
Рассматриваемому уравнению соответствует лагранжиан 
1 | 

Для решения в форме бегущей волны и (9) уравнения (5.8.28) 
имеем 


(9? — А?) ugg +V’ (и) =0, (5.8.30) 
где 
в=—0, №=6,. (5.8.31) 
Уравнение (5.8.30) имеет первый интеграл 
+ (atk?) ug + V (u) = Е. (5.8.32) 


Интегрируя это равенство, получим 


Им 8 
И“. ит (5.8.33) 


Предположим, что период периодической функции и нормиров- 
кой может быть сведен к единице, так что 


6? — Е? du 
у ь $ УР 


Для определения приближенных уравнений, которым удо- 
влетворяют медленно меняющиеся величины E, w HR, подста- 
BHM в (5.8.29) вместо и функцию и (9) и усредним получающийся 
лагранжиан по интервалу [0, 1]. С учетом (5.8.32) будем иметь 
Г (w*—k*) uj —И (и) =(w* —k*) ug—E. — (5.8.35) 
Следовательно, 

1 | t 
& =\ L [u(0)) 49 = (wt — №) | ug d0—E \ ad = 
0 0 


( 
= (0? --k?) $ uy du—E = 


=| 2(m?—k) Фу Es (uw) du -Б. (5.8.36) 
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Изменение , связанное с изменением Е, определяется диспер- 
сионным соотношением (5.8.34). С учетом 'авенств ®=— 6, 
и Ё=0, уравнение Эйлера —Лагранжа, соответствующее пере- 
менной 0, запишется в виде 


(9) (98 )=0. (5.8.37) 


Подставив в (5.8.37) выражение для Y, получим 


2 (oW) +2 (RW) =0, (5.8.38) 
где 


У = i a QVE-V V (u) du. - (5.8.39) 


Постановка задачи окажется завершенной, если к соотношениям 
(5.8.34) и (5.8.38) присоединить условие совместности 


Ok 
5+ <2 =0. (5.8.40) 


Упражнения 


5.1. Используя методику Стюарта — Ватсона —Экхауса, определить прибли- 
женные решения задач 


(а) и Аи = виз, и (0) =u (пл) =0; 
(6) ини и==еи3, 
u(x, 0) =а созх, и, (х, 0) =0 


5.2. Используя методику Страбла, определить равномерные разложения 
второго порядка для уравнений (Страбл [1962]) 

(а) utu=e (1 — и?) и, 

(6) u+(S+e cos 2t)u= 

5.3. Используя методику Крылова — Боголюбова, определить приближен- 
ные решения уравнений 

(a) w+ wou =—eu| и |; 

(6) ut wgu=e (1—u®) ut en; 

(в) u4-(8 +e cos 2t)u=0 

5.4. Рассмотрим уравнение Матьё 

u+(S+8 cos 2) и=0. 


Определить ры разложения второго порядка, используя (а) методику 
Крылова — Боголюбова — Митропольского; (6) обобщенный метод усреднения; 
(в) преобразования Ли. 
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5.5. Рассмотрим уравнение . 
gt 929 = 893 + К cos ot. 


(а) Показать, что оно соответствует гамильтониан 
у y 
1 1 
Н=- (p? + 050") — > eqi—K, cos wt; 


(6) Определить разложение первого порядка, полагая, что К =O (1) и зна- 
чения W далеки от Зо, Wo, Wo/3; 


(в) К =О (1) ис близко к За; 
(г) К =0 (1} ис близко к @/3; 
(д) К =О (=) и @ близко к @y. 


5.6. Рассмотрим уравнение 
q+ 09 =e (1 — 9?) q+ К cos ot. 
Используя метод Крылова— Боголюбова, определить разложения первого по- 
рядка для случаев, перечисленных в упр. 5.5. 


5.7. Используя обобщенный метод усреднения, метод Крылова — Боголю- 
бова — Митропольского и метод Кемела, определить разложения второго по- 
рядка для решения уравнения 


ии (1— и?) и виз. 
Сравнить результаты, полученные тремя методами. Какую из этих методик вы 
бы рекомендовали для подобных задач? 
5.8, Рассмотрим задачу 
и-- Quu-+v2u == —ef (и, и). 
При &—>0 имеем 
и=аое № cos (Wot -- Фо), в = ИУ ра. 


(а) Для в 2 0 определить равномерное разложение, положив, следуя Мен- 
дельсону [1970], и=и (а, $) и 


Uu=Ug+teu,+..., 
d 
r= — мае, (2) +... 


SF oy +eB, (a)+.... 


(6) Определить разложение, используя методику Крылова — Боголюбова —. 
Митропольского. 
(в) Какое из этих разложений является более точным? 
5.9. Рассмотрим задачу 
и-- би-- евлит ++ eb,u"-1—ebsu"—-1 cos At =0, 


где 6, г, 6; H \— постоянные, п—четное, т— нечетное натуральные числа,. 
причем т > п. 
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(a) Для малого e найти решение вида 
и—а (Ё) соз6, 9 =! —ф (1), w=A/n, 


и с помощью метода усреднения определить уравнения для а и ф (Цо и Kon 
[1965]. 

(6) Определить гамильтониан, соответствующий вышеприведенному уравне- 
нию, затем с помощью канонических переменных определить разложение пер- 
вого порядка для случая, когда 6 близко к @?. 

(в) Сравнить результаты, полученные двумя методиками, 


5.10. Задача о сферическом маятнике (т. е. о частице, движущейся под 
действием силы тяжести по поверхности гладкой неподвижной сферы) форму- 
лируется с помощью гамильтониана (Йохансен и Кейн [1969] 


И pi-t D2 a 2 72 5__ (19, + 2292)? 
ВЕТ ИЕ Imi 


Здесь g; и р; — координаты и компоненты импульса частицы, т— ее масса, 
в — ускорение свободного падения и { —радиус сферы. 

(a) Определить для малых амплитуд решение первого порядка, используя 
метод осреднения в канонических переменных. 

(6) Определить разложение второго порядка, используя преобразования Ли. 

(в) Сравнить полученные три разложения. 


5.11. Рассмотрим задачу о качающейся пружине с демпфированием: 


Кб ха (1 —cos 0)—(1-- x) 62 =0, 


6+ 5,0 + —= sin ЕЯ =0. 


Г 
Положим @1=Е/т и ws = 5/1. Используя обобщенный метод усреднения и пре- 
образования Ли, определить равномерные разложения второго порядка для 
случаев (а) ©, = 20.5; (6) @, ® 3®.. 


5.12. Рассмотрим уравнения (3.1.63) — (3.1.65). 
(a) Показать, что им соответствует гамильтониан 


1 
Н= (21+ Р-р Фа (1+9) — 
— + (hygi-+ hag?) а -есоз 1. 


(6) Используя метод усреднения в канонических переменных, определить 
разложение первого порядка в окрестности переходных кривых, исходящих из 


точки (pp, 6), где = (1—2 V 2/3)/2. 

(в) С помощью преобразований Ли определить в окрестности этих пере- 
ходных кривых разложение второго порядка. 

5.13. Рассмотрим движение частиц, описываемое гамильтонианом: 


Ва 9 | 
Н= (pi + pa) (9эр1— MP2) +z 9 + (5+3) gat qi + 29192 


где S—nocToaHHbit параметр. (a) Показать, что при 6=1 круговые частоты 
в линеаризованной задаче равны {и 2; (6) используя метод усреднения в ка- 
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нонических переменных, определить для малых амплитуд разложение первого 
порядка при 6 =1; (в) с помощью метода усреднения определить разложение 
первого порядка; (г) какую из этих методик вы рекомендовали бы для подоб- 
ных задач? 


5.14. Рассмотрим задачу (Сетна [1965]) 
x-+ wix =e (361х226, ху-|- bay?) —e5,x-+ Ку cos М, 
y+ wry =e (box? + Qbaxy -+ 3b, у?) —eSoy + Ко sin Ad. 


Говорят, что имеет место внутренний резонанс, если @, = 2%. или ®. = 2061; 
при А = @, или в, говорят о резонансном возбуждении; случай K;=ek;, где 
k; =O (1), соответствует мягкому возбуждению и, наконец, случай K;=O (1) — 
жесткому возбуждению. Используя метод усреднения, определить разложения 
первого порядка для следующих случаев: 

(а) жесткое нерезонансное возбуждение при отсутствии внутреннего резо- 
нанса; 

(6) жесткое нерезонансное возбуждение при внутреннем резонансе; 

(в) мягкое резонансное возбуждение при отсутствии внутреннего резонанса; 

(г) мягкое резонансное возбуждение при внутреннем резонансе. 


5.15. Бегущие волны в холодной плазме описываются уравнениями 


ap lon (pu) = 0, 
ди ди 

op opt ee 
OE : 

эр (1 —р). 


Пусть о=1-О (=), и=О (8) и Е =О (2). Используя метод усреднения, опреде- 
лить временное и пространственное изменение амплитуды и фазы монохромати- 
ческой бегущей волны- 


5.16. Рассмотрим задачу 
фн—Фхх t+ Ф=0. 


(a) Показать, что функция 
ф=а cos 6, 9 — 2х — al 


является решением этого уравнения при условии, что в? = Е? -- |. 
(6) Показать, что вышеприведенное уравнение может быть записано 
в виде законов сохранения (Уизэм [1965]) 


ofl 9 
37 lz git vit | ay (—px. Pt) =9, 
д д 1 ; 
57 (x98) +5, E Gi +90) | =0, 


(в) Положим в уравнениях закона сохранения ф=а cos 0, причем а = а (x, f), 
Е—=0, и w= —0;. Предположим, что а, ® н & — слабо меняющиеся функции от 
хи 2. Осреднить эти уравнения по @9 на интервале от 0 до 2л, предполагая а, 
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фиЁ постоянными, и получить соотношения 


dk, Ok _ 
are? Gen 


da? 9, 
oF oe 


5.17. Рассмотрим уравнение 
ин сих Риги. 


(а) Выписать лагранжиан, соответствующий этому уравнению. 

(6) Определить разложение первого порядка для бегущих волн с постоян- 
ным волновым числом, но амплитудой и фазой, меняющимися во времени и про- 
странстве. 


5.18. Задача о нелинейных поперечных колебаниях однородной балки со 
свободными концами и с нелинейной связью между моментом ‘и кривизной 
описывается лагранжианом 


1—1 dw \? Тв ди \2 [964 
-2Р\ GF 2 Ox 2° \ 0%) |? 
где р, Ви =г— постоянные. Определить разложение первого порядка для бегу- 
щих волн со слабо меняющимися амплитудами и фазами: (а) используя вариа- 


ционный подход; (6) выписывая уравнения движения и применяя метод 
усреднения. 


5.19. Рассмотрим модельное уравнение Брезертона [1964] 


Ott + Фхххх + Фхх | Ф--Ф-. 
(а) Показать, что в линейной задаче дисперсионное соотношение имеет вид 
08 = k4— k? 4-1. 


(6) Определить волновое число, соответствующее резонансу в п-й гармонике. 

(в) Используя метод усреднения, определить разложение первого порядка 
в окрестности резонанса во второй гармонике (амплитуды и фазы считать 
функциями OT x Hf). 

(г) Выписать соответствующий лагранжиан, затем, применяя вариационный 
подход, определить разложение первого порядка в окрестности резонанса во 
второй гармонике. 


ГЛАВА 6 


Метод многих масштабов 


6.1. Описание метода 


Существуют три разновидности метода многих масштабов. 
Мы дадим их описание на примере линейного демпфируемого 
осциллятора 


хх = — 2х. (6.1.1) 


Этот пример мы выбрали потому, что можно, во-первых, срав- 
нить полученное приближенное решение с точным и, во-вторых 
ясней продемонстрировать различные варианты метода, не при- 
бегая к алгебраическим выкладкам. 

Получим сначала прямое асимптотическое разложение для 
малого 2. Пусть 


х=х ел, tex,+... . (6.1.2) 


Подстановкой (6.1.2) в (6.1.1) и приравниванием коэффициентов 
при одинаковых степенях & получаем 


Xp +X, =0, (6.1.3) 
x, +x, =—2x,, (6.1.4) 
хх, =—2x,. (6.1.5) 
Общее решение уравнения (6.1.3) имеет вид 
Xx) =acos(t+q), (6.1.6) 


где аи ф— произвольные постоянные. Подставив x, в (6.1.4) и 
решив полученное уравнение, получим 


x, = — 21 с0$ (Е Ф). (6.1.7) 


Подставив, далее, x, в (6.1.5) и решив это уравнение относи- 
тельно X,, получим 


х, — ай? cos (t+ $) + pat sin (¢+ 9). (6.1.8) 
Следовательно, 
x =acos (t + ф) — вай cos (Е ф) | 

+5 e%a [# cos (1 Ф) +4 sin (f+ @)]+0(e%). (6.1.9) 
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Очевидно, что (6.1.9) дает плохое приближение для xX, если # 
имеет порядок e—'. В этом случае второй (ex,) и третий (=?х,) 
члены уже не малы по сравнению соответственно C ху H eX, 
(x, и х, содержат вековые члены), как это предполагалось при 
выводе полученного разложения. Таким образом, прямое разло- 
жение перестает быть справедливым, когда { достигает величины 
О (=-1). Как это обсуждалось в п. 2.1, трудность здесь заклю- 
чается в том, что область определения бесконечна. 

В несостоятельности прямого разложения можно убедиться, 
рассмотрев точное решение уравнения (6.1.1), которое имеет вид 


x = ае-*' cos[V 1 — = 44]. (6.1.10) 


Равенство (6.1.9) может быть получено разложением решения 
(6.1.10) при малом = и фиксированном &. Экспонента‘и косинус 
представляются в виде 


exp(—el) = 1-—в тез -..., (6.1.11) 
cos (VI—e?f + $) = cos (t+ @) +5 e%sin(¢é-+@)+... . (6.1.12) 


Ясно, что exp(— et) можно аппроксимировать конечным чис- 
лом членов только при условии, что ef мало. В силу малости в 
это означает, что { =0 (1). Если же ¢ имеет порядок #7", то et 
уже не мало, и приближение с помощью усеченного ряда ока- 
зывается неудовлетворительным. Приведенный выше усеченный 
ряд дает хорошее приближение только до некоторого значения &, 
после которого exp (—e?f) отличается от усеченного ряда на 
величину, превышающую заданный предел точности. Добавле- 
нием новых членов к усеченному ряду значение ¢ можно увели- 
чить до некоторого нового значения Ё, в пределах которого 
новый усеченный ряд будет давать удовлетворительное прибли- 
жение. Однако при ¢ >t’ разность между exp(— et) и новым 
усеченным рядом вновь превосходит заданную точность. Для 
того чтобы разложение exp (— ef) оказалось удовлетворительным 
для всех значений {, следует учесть в нем все члены. Таким 
образом, при построении разложения, справедливого для времен 
порядка e—1, произведение ef следует рассматривать как одну 
переменную величину Т, -=0 (1). Тогда любое усеченное разло- 
жение exp (— #1), справедливое для времен порядка 7-1, имеет вид 


exp (— ef) =ехр (— Т,). (6.1.13) 


Аналогично, усеченное разложение (6.1.12) является неудов- 
летворительным при { порядка О(=-?). Для получения усечен- 
ного асимптотического разложения с0$ [И 1—=?#-- $], справед- 
ливого при #-=0 (=7?), комбинацию =? следует трактовать как 
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одну переменную величину Т, =0 (1). Тогда будем иметь 
cos [Vi—ett+Q] = COs |5, +9 eet +... | = 
1 1 : | 
- соз[ 1—5 т. +9 ет УТ, + | +-.... (6.1.14) 


Разложение (6.1.14) справедливо и при # =0 (=-*), так как по- 
правочный (второй) член имеет порядок О (=?) или меньший 
вплоть до времен порядка О (=-?). Однако при t=O (=-*) это 
разложение нарушается, ибо второй член уже не мал по срав- 
нению с первым. Чтобы получить разложение, справедливое для 
времен порядка О(=7“), следует ввести еще одну переменную 


Т. == ==0 (1). 
В проведенных выше рассуждениях предполагалось, что 
x(t; =) явно зависит от f, ef, =, ... и OT в. Это можно усмот- 


реть и из точного решения. Таким образом, для получения усе- 
ченного разложения, справедливого для времен порядка О (=- м), 
где М — целое положительное число, мы должны считать X зави- 
сящим от М--1 разных масштабов времени Ty, T,, ..., Гм, где 


Ти ==”. (6.1.15) 


Масштаб времени Т, соответствует более медленному времени, 
чем масштаб 7), а Т, соответствует более медленному времени, 
чем масштаб Т,. В общем случае время Т„ медленнее ТГ, _. 
Итак, предположим, что 


x(t; &) =х(То, Tt se ay Тм; &) = 
M~1 
в Г iy cee ae OT we . 616) 
m=0 


Остаточный член в (6.1.16) записан в виде О (=Т „), чтобы Ha- 
помнить читателю, что рассматриваемое разложение справедливо 
вплоть до времен порядка 0(=-^!). Желая сохранить равномер- 
ное приближение вне этого интервала времени, мы должны 
использовать другие масштабы времени. Из (6.1.15) и (6.1.16) 
можно видеть, что исходная задача с обыкновенным дифферен- 
циальным уравнением перешла в задачу с уравнением в частных 
производных. Если же в исходной задаче рассматривалось урав- 
нение в частных производных, то введение разных масштабов 
времени увеличит число независимых переменных. Применив 
правило дифференцирования сложной функции, получим, что 
дифференцирование по времени изменится в соответствии с ра- 
венством 


9 20 
aor or ee т. г... . (6.1.17) 
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Равенства (6.1.15) вместе с (6.1.17) определяют одну из разно- 
видностей метода многих масштабов, а именно метод многих 
переменных. Эта методика развита в работах Старрока [1957], 
[1963], Фримена [1963], Найфэ [1965 в, г|, [1968] и Сандри [1965], 
[1967]. Из (6.1.16) и (6.1.17) видно, что при получении разло- 
жения с равномерным приближением вместе с зависимой пере- 
менной по степеням малого параметра разлагается и оператор 
дифференцирования. Поэтому Старрок и Найфэ назвали этот 
метод методом разложения производной. 

Подставляя (6.1.16) и (6.1.17) в (6.1.1) и приравнивая коэф- 
фициенты при одинаковых степенях &, получим уравнения, из 
которых определяются х., х., ..., Хм. Решения этих уравнений 
будут содержать произвольные функции от масштабов времени 
T,, Ty, ..., Гм. Для определения этих функций необходимо 
потребовать выполнения некоторых дополнительных условий. 
Поскольку равенство (6.1.16) должно выполняться для времен 
порядка e~™, то величина в”х„ должна быть малой поправкой 
к 8”-1х„_,. Последняя в свою очередь должна быть малой по- 
правкой к =”-?х„_,. Итак, мы требуем, чтобы 


ae <oo для всех Ty, Ty, ..., Гм. 

Это условие не означает, что каждое х„ ограничено. На самом 
деле каждое х„ может быть неограниченным. Однако, как и 
в методике Лайтхилла ($ 3.2), это условие требует, чтобы осо- 
бенность высших приближений не превосходила особенности пер- 
вого члена. Это условие эквивалентно исключению вековых членов. 

Вторая разновидность метода многих масштабов была 
введена Коулом ‘и Кеворкяном [1963] и применена Кеворкяном 
[1966a] и Коулом [1968] при решении некоторых примеров. Мор- 
рисон [1966a] показал, что эта процедура с точностью до BTO- 
рого порядка эквивалентна методу усреднения; Перко [1969] уста- 
новил их эквивалентность до п-го порядка. Кеворкян [1966b] 
показал эквивалентность этой процедуры в первом порядке методу 
фон Цайпеля. Рассмотрев точное решение (6.1.10), мы заметим, 
что время Е фигурирует в нем в одной из двух комбинаций: ef 
или У 1—e?¢. Следовательно, для получения разложения, спра- 
ведливого для болыцих времен, необходимо ввести два масштаба 
времени 


ЕЁ, п=ИТ— в?! = (1 29 —де+...) t. (6.1.18) 


Поэтому Коул и Кеворкян [1963] предположили, что 


_ М-1 
x(t; e)=x(E, п; в) = Хех, (5; п) НО (е”), (6.1.19) 
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где 
Е == П=(1- 2, + 20, +... + 8Мом) t, (6.1.20) 


а ®,— постоянные величины. В данном случае & медленнее, 
чем п, а производная по времени преобразуется в соответствии 
с равенством 


ее (Те, ею, +... + Мон |. (6.1.21) 


Обе эти разновидности можно значительно обобщить. Так, 
метод многих переменных можно обобщить (Halts [1967в]), при- 
менив вместо степеней в асимптотическую последовательность 
б, (=), т. е., положив 

Т.=6, (г) Е, (6.1.22) 

М 
о ie 6.1.23 
ao 15n (8) 57. ( ) 


Уравнения (6.1.22) и (6.1.23) можно далее обобщить, положив 
Ти =5n (2) Gn Ш» (2) Ц, (6.1.24) 
м 


=D. 5, (ен, (0) Br в, (8) Пот, (6.1.25) 
n=0 


где и„(2)— другая асимптотическая последовательность. Таким 
образом, (6.1.24) позволяет рассмотреть линейные и нелинейные 
масштабы времени. 

Аналогичным образом может быть обобщена процедура раз- 
ложения по двум переменным. Так, обобщив (6.1.20) и (6.1.21), 
можно записать 


М 
& р (2), т = 26, (в) а„ [и (e) Ц, (6.1.26) 


iM 
red @)=+( Bo, (в) (2) Bn Lh (2) 2. (6.1.27) 


В таком общем виде эта техника была развита несколькими 
исследователями, в том числе Кузмаком [1959], Кокраном [1962], 
Махони [1962] и Найфэ [1964], [1965в]. Клима, Рамнат и Санд- 
ри [1970] исследовали роль преобразований масштабов в полу- 
чении равномерных асимптотических разложений. 

Метод многих масштабов столь популярен, что его заново 
открывают почти каждые полгода. Он применялся к широкому 
кругу задач физики, техники и прикладной математики. 

Коул и Кеворкян |1963], Найфэ [1965c], [1967в}], [1968], Кевор- 
кян [1966a], Дэвис и Олфренд [1967], Швертассек [1969], и 
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Мьюза [1970], Расмуссен [1970] и Рейсс [1971] изучали слабо 
линейные и нелинейные колебания, описываемые обыкновенными 
дифференциальными уравнениями второго или третьего порядка. 
Кузмак [1959] изучал нелинейные колебания, описываемые диф- 
ференциальными уравнениями второго порядка со слабо меняю- 
щимися коэффициентами. Кокран [1962], Найфэ [1964], [19655] 
и Фаукес [1968] использовали обобщенную форму метода для 
изучения задач с точкой ветвления в линейных дифференциаль- 
ных уравнениях второго порядка. Кокран [1962], Найфэ [1964], 
[19656] и Рамнат и Сандри [1969] использовали обобщенный 
метод для изучения линейных уравнений с переменными коэф- 
фициентами, в то время как Чен и Ву [1970] исследовали дейст- 
венность масштабов в задаче о старении пружины. Ноердлингер 
и Петросян [1971] рассматривали линейное неоднородное уравне- 
ние со слабо меняющимися коэффициентами, которое описывает 
влияние космологического расширения на систему самогравити- 
рующих частиц. Кеворкян [1971] исследовал задачу прохождения 
через резонанс для одномерного осциллятора со слабо меняю- 
щейся частотой, Кокран [1962], О’Малли [1968а], 119686] и 
Сёрл [1971] применили обобщенный метод к краевым задачам 
для некоторых нелинейных дифференциальных уравнений вто- 
рого порядка, в то время как Кокран [1962] и Акерберг и 
О’Малли [1970] применили этот метод к уравнениям второго 
порядка с точками ветвления или пограничным слоем. Там [1968] 
использовал обобщенную разновидность для решения уравнения 
Орра — Зоммерфельлда. 

В механике космического полета Найфэ [1965а] применил 
обобщенную разновидность метода при анализе задачи о полете 
аппарата Земля — Луна. Тин и Брофман [1964] и Найфэ [1966] 
проанализировали задачу старта спутника с малой тягой с кру- 
говой орбиты, Ши и Экштейн [1966] исследовали старт с эллип- 
тической орбиты в малой тягой, Кеворкян [1966а] и Броф- 
ман [1967] изучили движение спутника с малыми тягой или 
сопротивлением и Экштейн и Ши [1967] рассмотрели движение 
спутника с переменной массой и малой тягой. Экштейн, Ши и 
Кеворкян [1966а] определили движение спутника вокруг OCHOB- 
ного тела в ограниченной задаче трех тел, в то время как 
Олфренд и Рэнд [1969] определили устойчивость треугольных 
точек в эллиптической ограниченной задаче трех тел. Экштейн, 
Ши и Кеворкян [1966c] оценили члены высших порядков в дви- 
жении спутника, используя интеграл энергии, а также влияние 
эксцентриситета и наклонения [1966Ъ]. Ши и Экштейн [1968] 
рассмотрели движение искусственного спутника, период обра- 
щения которого соизмерим с периодом вращения основного тела. 
В окрестности коллинеарных точек либрации Олфренд [1970] и 
Найфэ [19715] изучили резонансы при отношении частот два 
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к одному, a Найфэ и Кемел [1970b] и Олфренд [19716] —при 
отношении частот три к одному. Для гамильтоновых систем 
с двумя степенями свободы Олфренд [1971а] исследовал резо- 
нансы при отношении частот два к одному. 

Для задач механики полета Эшли [1967] обсуждал роль 
различных масштабов времени; Найфэ и Сарик [19715] изучали 
нелинейные резонансы при движении снаряда со слабой асим- 
метрией. С помощью обобщенной разновидности метода Найфэ 
[1969а] изучал движение вращающегося снаряда с переменными 
скоростью вращения и динамическим давлением, но с линейными 
аэродинамическими характеристиками, в то время как Найфэ и 
Сарик [1972а] изучали движение с нелинейными динамическими 
характеристиками и переменными скоростью вращения и дина- 
мическим давлением. Рамнат [19705] изучал динамику переход- 
ных процессов для летательного аппарата. 

В механике твердого тела Амазиго, Будянски и Кэрриер [1970] 
рассматривали нелинейное выпучивание неидеальной колонны; 
Рейсс и Матковский [1971] исследовали нелинейное динамиче- 
ское выпучивание сжатой упругой колонны. Мортелл [1968] рас- 
сматривал задачу о бегущей волне в цилиндрической оболочке 
и распространение волн по сферической оболочке [1969]. Келли 
[1965] и Морино [1969] изучали нелинейный флаттер панели, 
Сприггс, Месситер и Андерсон [1969] рассматривали флаттер 
мембраны. 

В теории дифференциальных уравнений в частных производ- 
ных Кокран [1962], Haida [19655] и Камсток [1971] изучали 
эллиптические уравнения. Фаукес ([1968], часть II) получил 
равномерно пригодные разложения для задач о каустике. Ной- 
берт [1970] получил решения уравнения Гельмгольца для турбу- 
лентной воды. Уингейт и Дэвис [1970] рассматривали распрост- 
ранение волн в неоднородном стержне. Келлер и Когельман [1970] 
для уравнения в частных производных исследовали задачу с не- 
линейными начальными условиями. 

Люк [1966] изучал уравнение Клейна —Гордона и общие 
вариационные уравнения второго порядка; Эмери [1970] иссле- 
довал случай нескольких зависимых переменных и несколько 
быстро вращающихся фаз. Абловитц и Бенни [1970] для урав- 
нения Клейна— Гордона исследовали эволюцию многофазных 
колебаний. Найфэ и Хассан [1971] и Найфэ и Сарик [19725] 
исследовали нелинейные диспергирующие волны на поверхности 
раздела двух жидкостей и в горячей электронной плазме. Пар- 
кер [1969] рассматривал влияние релаксации и диффузионного 
демпфирования на диспергирующие волны. 

В теории взаимодействия волн Бенни и Саффмэн [1966], 
Бенни [1967], Дейвидсон [1967], Бенни и Ньюэлл [1967], Хоулт 
[1968], Ньюэлл [1968] и Бенни и Ньюэлл [1969] исследовали 
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нелинейное взаимодействие случайных волн в среде с дисперсией. 
Дейвидсон [1969] изучал эволюцию во времени волновых кор- 
реляций в равномерно турбулентной совокупности слабо нели- 
нейных систем с дисперсией. 

В теории волн на воде Кэрриер [1966] рассматривал гравита- 
ционные волны в воде переменной глубины, Хугстратен [1968], 
Фримен и Джонсон [1970] изучали волны в мелкой воде в тече- 
ниях со сдвигом. Джейкобс [1967] решал уравнения приливов. 
Меррей [1968] рассматривал поверхностные колебания в баке, 
возникающие при истечении жидкости. Чу и Мей [1970] изучали 
медленно меняющиеся волны Стокса. Mak Голдрик [1970] и 
Найфэ [19706] рассматривали случай резонанса во второй гар- 
монике при взаимодействии капиллярных и гравитационных волн, 
в то время как Найфэ [19704], [1971а] исследовал случай резо- 
нанса в третьей гармонике. 

В теории атмосферы Ньюэлл [1969] рассматривал резонансное 
взаимодействие пакетов волн Россби, Стоун [1969] — задачу о баро- 
клинных волнах. Шаббар [1971] исследовал механизм резонанса, 
поддерживающего волны Россби; Линдзен [1971] изучал распро- 
странение экваториальных волн Танаи и Кельвина. 

В физике плазмы Болл [1964], Тауссиг [1969] и Там [1969], 
[1970] рассматривали распространение нелинейных волн в холод- 
ной плазме; Найфэ [1965c] и Дас [1971] исследовали нелинейные 
колебания в горячей электронной плазме. Дейвидсон | 1968] рас- 
сматривал нелинейные колебания в плазме Власова — Максвелла. 
Пейре [1966] изучал волны в плазме, возникающие в ускорителе; 
Батлер и Гриббен [1968] рассматривали нелинейные волны в не- 
однородной плазме. Мароли и Поццоли [1969] изучали проникно- 
вение высокочастотных электромагнитных волн в слабо ионизиро- 
ванную плазму. Абрахам-Шраунер [1970a} [19708] исследовал 
подавление ухода электронов в газе Лорентца. Чень и Левак [ 1970], 
Чень [1971] и Прасад [1971] изучали параметрическое возбуж- 
дение в плазме, в то время как Левак [1971] рассматривал 
взаимодействие электростатических волн в плазме. Добровольный 
и Роджистер [1971] и Роджистер [1971] рассматривали распро- 
странение гидромагнитных волн в плазме с большой концентрацией 
электронов. 

В теории гидродинамической устойчивости и устойчивости 
плазмы Фримен и Резерфорд [ 1964] развили кинетическую теорию 
для слабо неустойчивой плазмы; Олбрайт [1970] рассматривал 
стабилизацию поперечной неустойчивости плазмы. Келли [1967] 
исследовал устойчивость невязкого слоя со сдвигом. Бенни 
и Роскес [1969] рассматривали неустойчивость гравитационных 
волн. Киан [1969] и Найфэ [1969в] изучали неустойчивость 
Рэлея — Тейлора; Ньюэлл и Уайтхед [1969] рассматривали после- 
критическую конвекцию Рэлея — Бонара. Haka [ 1970с ] исследо- 
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вал нелинейную устойчивость жидкой струи. Hands и Сарик [197 1a] 
изучали нелинейную неустойчивость Кельвина — Гельмгольца; 
Пюри [1971] исследовал влияние вязкости и наличия мембраны 
на колебания двух жидкостей, имеющих общую границу. Стюарт- 
сон и Стюарт [1971] рассматривали нелинейную устойчивость 
плоского течения Пуазейля. Митчелл [1971] применил эту методику 
для исследования неустойчивости горения. 

В механике жидкости Жермен [1967] и Лик [1970] дали обзор 
исследований, выполненных в последнее время по аэродинамике 
и нелинейному распространению волн в жидкостях с помощью 
методов сращивания асимптотических разложений, координат- 
ных преобразований и многих масштабов. Бенни [1965] иссле- 
довал картину течения, которая возникает, когда на стационар- 
ное вращение диска накладываются колебания с конечной ампли- 
тудой; Барсилон [1970] рассматривал линейную вязкую теорию 
установившихся течений вращающейся жидкости. Рабберт и Лан- 
дал [1957] изучали задачу о трансзвуковом обтекании крыла. 
Пейре [1970] рассматривал задачу об установившемся течении 
в канале проводящей сжимаемой жидкости. Чон и Сирович [1971] 
изучали задачу газовой динамики для установившегося сверх- 
звукового течения с диссипацией. Чень, Кирш и Ли [1971] pac- 
сматривали поведение сильной ударной волны, вызванной точечным 
взрывом и непрерывно продвигаемой наружу внутренней поверх- 
ностью контакта. 

В общей физике Кои и Пейн [1967] использовали сочетание 
метода многих масштабов и метода сращивания асимптотических 
разложений для решения уравнения Фоккера — Планка, которое 
описывает реакцию самовозбуждающихся осцилляторов на случай- 
ные возбуждения. Браун [1967] разработал стохастическую тео- 
рию диссоциации и рекомбинации двухатомных молекул. Рам- 
нат [1970а] получил приближение к модели Томаса — Ферми 
в атомной физике и рассмотрел класс нелинейных дифференциаль- 
ных уравнений, возникающих в астрофизике [1971]. Мейер [1971] 
исследовал рэлеевское рассеяние лазерного луча на тяжелом 
релятивистском атоме с двумя уровнями энергии; Нинхус [1970] 
изучал броуновское движение с вращательной степенью свободы. 

В статистической механике Маоли [1966] решал уравнение 
Больцмана, чтобы построить кинетическую теорию высокочастот- 
ного резонансного пробоя в газе; Калдирола, де Барбьери 
и Мароли [1966] решали уравнение Больцмана для функции рас- 
пределения электронов. Де Барбьери и Маоли [1967] решали 
уравнение Лиувилля для исследования динамики слабо ионизиро- 
ванных газов; Голдберг и Сандри 11967] и Раманатан и Санд- 
ри [1969] вывели системы иерархических уравнений. 

В оставшейся части этого параграфа мы опишем три разно- 
видности метода многих масштабов и рассмотрим их применение 
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к простому линейному демпфируемому осциллятору, который 
описывается уравнением (6.1.1). В следующих параграфах мы 
применим эти методики к различным задачам математической 
физики. 


6.1.1. Метод многих переменных 
(процедура разложения производной) 


Подставив (6.1.16) и (6.1.17) в (6.1.1) и приравняв коэф- 
фициенты при одинаковых степенях &, получим следующие урав- 
нения ДлЯ Xo, Х, И Х,: 


2 
“a +x, =0, (6.1.28) 
0 
0х1 до OX __ 9х 
SH ta = ae, (6.1.29) 
02 OPXy ee on OPx, a! 9х = 9х0 _ _ дхо 
ope es 2 ar. — 2 этот. эт? тэг. 2 OT, * 
(6.1.30) 


Общее решение уравнения (6.1.28) имеет вид 

хо = Аз (Та, Та) ето Аз (То, Teen, (6.1.31) 
где A, и А,— комплексно сопряженные величины. Мы полу- 
чили, попросту говоря, решение (6.1.6), в котором величины а 


и ф не постоянны, а являются функциями масштабов медленного 
времени 7, и Т,. Подставляя x, из (6.1.31) в (6.1.29), получим 


г Gath =—2i( A, Es he \ ete 26 (Я, + he 


Je ~To. (6.1.32а) 


БЕ решение уравнения (6.1.32а) имеет вид 
=A,(T,, T,)eT+ A, (7,, Те — 
— (Ap +S) те, — (Я, +e) vent, (6.1.326) 
1 


Сравнение соотношений (6.1.326) и (6.1.31) показывает, что вели- 
чина гх, является малой поправой к х, только при условии, что 
eT, == мало. Чтобы получить разложение, пригодное для боль- 
ших времен порядка О(=7'), следует потребовать обращения 
в нуль вековых членов 7, exp (+ ЕТ.) в (6.1.326). Таким образом, 


Ay +572 =0, (6.1.33) 


откуда 
A, = (Т,)е-7*. (6.1.34) 
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Тогда равенство (6.1.326) примет вид 
= А, (Та, T,) e+ А, (Ty, Та) е- Те. (6.1.35) 
Используя в (6.1.30) выражения для x, и х;, получим 


9х» т 
ея =— Q(T, Те — О Ty, Trem, (6.1.36) 
0 


где принято обозначение 


Q(T,, ТГ) = А, 2-е дел" + 21-5 ет. (6.1.37) 


Слагаемые в правой части уравнения (6.1.36) порождают вековые 
члены, поскольку оно имеет частное решение вида 


ха 719 (Ty, Te) Те — ОСТ, Ta) Тое-"ь. (6.1.38) 


Из-за наличия вековых членов величина 2*х, сравнивается по 
порядку с ex, при больших ¢ порядка O(e~!). Чтобы исключить 
эти вековые члены, нужно потребовать обращения в нуль вели- 
чины Q, т. е. 


+A = {+ 219) е-".. (6.1.39) 


Чтобы прийти к уравнению (6.1.39), вовсе не обязательно, вообще 
говоря, находить решение для х,. Достаточно только, изучив 
уравнение (6.1.36), исключить те слагаемые, которые порождают 
вековые члены. Общее решение а. (6.1.39) имеет вид 


д =[& (7) +52 ( 7 a -\7,Je e-T:, (6.1.40) 


Подставляя это значение А, в (6.1.35), получим 
_ (a, (T,) +7 (—4 +21 Та | e-TeT4CC, (6.1.41) 


где символом CC обозначено выражение, комплексно сопряжен- 
ное к предыдущему выражению. Имеем, однако, 


X= [авео + а,е-й“] e- 7, (6.1.42) 


Поэтому, хотя при Т, —+ со и выполнено x,—+ 0, x; —+0, но вели- 
чина ex, при увеличении ¢ до значений порядка О (=-?) приобре- 
тает порядок O(x,). Таким образом, разложение х,-ех, нару- 
шается для значений # порядка О (=-?), если только не обратился 
в нуль коэффициент при Т, в круглых скобках в (6.1.41), т. е. 
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если только не выполнено 


gO) 3 —0, (6.1.43) 


или 
Ay =" =”, (6.1.44) 
где а, — постоянная. Тогда равенство (6.1.40) принимает вид 
Ay=a,(7,)e7™ (6.1.45) 
Следовательно, 
x —=е-7' {авеТо-Т 2/2) | ао ent (То- 72/2) 4 
+e (a, (T,) e7> + а, (Т.,)е-"]} +0 (=?). (6.1.46) 


Доведя разложение до третьего порядка, можно получить функ- 
цию а, (Т,) вида 


a, (Т,) =але-й, (6.1.47) 
где а,— постоянная. Предположив, что начальные условия за- 
даются равенствами х (0) =асозф и х (0) = —а(зтФ ИТ — =? + 
-- = с0$ Ф), и заменив Т„ на e"f, получим 

x = ае-е! cos (i—p et +) + А, (6.1.48) 


где Ю — остаточный член. Из (6.1.10) и (6.1.48) находим, что 
В =ae~e! | cos(tV Te" + 9) —cos (1—5 ем +9) Ра 
За sin [s(Vi—e+ 1 —7#) t +0 x 
x sin Pe ed =: 
= — 2ae-* sin |z(Vi-e 8? -- 1—5 et Jiro] x 
x sin |[(— ве „А =O (et). (6.1.49) 


Для линейных уравнений вида (6.1.1) можно вводить разные 
масштабы времени, не прибегая к разложению х. Так, исполь- 
зуя (6.1. и. получим для уравнения (6.1.1) 


д? д? 
[+2 ат OT OT, +e? ee +2 тат.) +... | ete 


9 д 0 
= —2e (+в... .) x. (6.1.50) 
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—Ы—— д д_—__о_о—о_о_о—-[-[——[—ы—ы—ощ— о ——- 
— 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е, прихо- 
дим к соотношениям 


д 
spt e 79, (6.1.51) 

02x Ox 
OT .or, по (6.1.52) 

0х | Ox _ Ox 
те “OT oT, OF (6.1.53) 

Общее решение уравнения (6.1.51) имеет вид 

x=A(T,, T,)eT+A (T,, Т.)е-1 о. (6.1.54) 


Подставляя его в (6.1.52), получим 
A г OA ‚г _ 
(нае + (9-Я) ein = 0. (6.1.55) 
Поскольку уравнение (6.1.55) справедливо при любом 7,, коэф- 


фициенты при ехр ({Т.) и exp (—{Т.) должны обратиться в нуль, 
т. е. должно быть выполнено 


ar, tA =9, (6.1.56) 
откуда имеем 
A=a(T,)e-". (6.1.57) 
Подстановка (6.1.54) в (6.1.53) дает 
А | 
(+ | 21 4 29) ет. 6C20, (6.1.58) 
Таким образом, 
aA OA . 0A 
spit ap, +2 gz, =0. (6.1.59) 


Подставляя А вида (6.1.57) в (6.1.59), получим 


21 a = 0. (6.1.60) 


Следовательно, имеем 
п, (6.1.61) 
где а, — постоянная. 
Поэтому решение (6.1.54) принимает вид 
x = ве - Ге То -Ти/ 2 4 CC, (6.1.62) 
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Выразив (6.1.62) через ¢, получим 
; 1 
x =ae-*' cos(t— > et +9) я (6.1.63) 


где о Этот результат находится в полном со- 
гласии с (6.1.48). 


6.1.2. Процедура разложения по двум переменным 


Заменив независимую переменную ¢ на переменные Ё и п со- 
гласно (6.1.21), приведем уравнение (6.1.1) к виду 


(Ct Sot a grt tent oo м дли 


=—2e lt+ew,+. 5—2 5 с. (6.1.64) 


Будем искать разложение вида 


х = Хо, (8, 1) + ах, (5, 1) - 22х, (E, п)... . (6.1.65) 


Подставляя (6.1.65) в (6.1.64) и приравнивая коэффициенты при 
равных степенях = в обеих частях, получим 


д? 
от? + =0, (6.1.66) 
92х 02x, Ox 
jet +2 дн = —2 9 › (6.1.67) 
2 Ox, д? д? д д 
ett, +20, Gee + 2S + Sem 29—20. (6.1.68) 


Общее решение уравнения (6.1.66) имеет вид 


= Ay (Е) e+ А, (Е) e7™. (6.1.69) 
С учетом этого решения уравнение (6.1.67) примет вид 
2 
ни = — 27 (498 A, jem СС. (6.1.70) 


Желая исключить в (6.1.70) те слагаемые, которые порождают 
вековые члены, придем к А, 


Следовательно, 
x, = А, (Е) е"-+ A, (8) е-". (6.1.72) 
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Решение уравнения (6.1.71) имеет вид 
A, =а,е-$, (6.1.73) 
где а, — постоянная. 


Подстановка полученных выше решений для x, их, в (6.1.68) 
даст 


т, = |-2 i(GE+ Ar) + Qo, + Пахе-* |+ СС. (6.1.74) 


Исключая в (6.1.74) те слагаемые, которые порождают вековые 
члены, придем к уравнению 


dA Vig: 

ge РА, = — 5 io, + lage, (6.1.75) 
которое имеет своим решением функцию 

A,=a,e-*—-y i (20, + )аце-. (6.1.76) 


Подставив A, в (6.1.72) и сравнив результатс (6.1.69), увидим, 
что отношение х,/х. при & —=со не ограничено, если только не 
выполнено условие 


в. =—-. (6.1.77) 


При выполнении этого условия равенство (6.1.65) запишется 
в виде следующей функции от #: 

x =ae~®! cos (+ ett +)+0 (=), (6.1.78) 
где принято а, - га, = (1/2) аехр (ip). Это выражение полностью 


согласуется с выражением, полученным с помощью метода мно- 
гих переменных (метода разложения производной). 


6.1.3. Обобщенный метод — нелинейные масштабы 


Преобразуем сначала уравнение (6.1.1) с помощью новой пере- 
менной т= ef к виду 


д? а 
e? (5+2) +#=0. (6.1.79) 
Чтобы получить равномерно пригодное разложение, положим 


gat, na 24 д (т) Нед, (®-..., 8; (0) =0, (6.1.80) 
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где величины g; будут определены в процессе вычислений. Про- 
изводные по т преобразуются тогда в соответствии с равенствами 


434 | lo 
=24/28 + © @+eei@t...|%, (6.1.81) 
ооо 


+ [24 ge reg +... + 
+ [2-ю +... |5. (6.1.82) 


Предположим, что х представляется равномерно пригодным раз- 
ложением вида 


x= xX (Е, п) ах, (8, п) tex, (Е, Ч) +.... (6.1.83) 


Подставляя (6.1.81) — (6.1.83) в (6.1.79) и приравнивая коэффи- 
циенты при одинаковых степенях &, получим 


rg OX : 
apt (6.1.84) 
ro O7X ‚ RX Ox 92х дх 
В” Gye НХ, + 2B koe + 8-1 Gq + 28-1 GEG + 28° Gy =O. (6.1.85) 
Общее решение уравнения (6.1.84) имеет вид 


ty = А, (®)ехр (i) + Ay (Bexp (—1"-). (6.1.86) 


8-1 


Подстановка этого выражения для хь в (6.1.85) дает 


Зи, -—|(- on) ot 


+2“ (= ) 2 anfexp (12) сс. (6.1.87) 


fe 


Слагаемые в правой части (6.1.87), вообще говоря, порождают 
вековые члены. Чтобы избежать вековых членов, следует положить 


=. 2g0 +18 2 Ay + Rig ее ) +283 and, =0. (6.1.88) 
g-1 


ees (6.1.88) должно выполняться для любого ц, а вели- 
чина Aone для нетривиального решения; т поэтому 


". =0 или g_, =сё, поскольку 1 (0) = (6.1.89) 


Здесь с— произвольная постоянная, которую, не теряя общности, 
можно положить равной единице. Тогда уравнение (6.1.88) примет 
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ВИД 
Ag +(1 + igs) Ag =0 (6.1.90) 
и будет иметь своим решением функцию 
Ay = age ~~ 6%, (6.1.91) 
где а‚— постоянная. Поскольку A, и &_, найдены, имеем 
хо = age~tel(W/e) 4 азе-те- ve), (6.1.92) 


Из равенства (6.1.92) видно, что величина g, сократилась, и, 
следовательно, решение не зависит от значения gy. Поэтому без 
потери общности можно положить ее равной нулю. Тогда А, 
принимает вид 


Да". (6.1.93) 
С учетом (6.1.88) получим следующее решение для х:: 
x, = А, (£) e+ А, (Е) е-^. (6.1.94) 


Зная функции &_, =Ё и в, =0, можно получить уравнение 
для x,. Подставим с этой целью соотношения (6.1.81) —(6.1.83) 
в (6.1.79) и приравняем нулю коэффициент при =?. Получим 


0? 0? 9 0? д 
ох, Не + Ogi 29 =0. (6.1.95) 


Подстановка выражений для x, их, в (6.1.95) дает 


ое, =— [2 (A +A,)— (8 Па -Че"+- СС. (6.1.96) 


Исключая в (6.1.96) слагаемые, которые порождают вековые 
члены, получим 


АА, =— i (2g; +1) aye-®. (6.1.97) 


Решение уравнения (6.1.97) имеет вид 
ae 
A, =a,e-*—~> ia, (2g, +8) e7§, (6.1.98) 
где а, — постоянная. Из равенства (6.1.98) видно, что отношение 
X,/X, При & + со не ограничено, если только не выполнено 
= (6.1.99) 


Я 


При использовании переменной { =т/е разложение примет вид 


x = ae"! ссз (1—4 + 9) +0(e%), (6.1.100) 
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где принято а, + ea, == (1/2) аехр (ig). Это разложение опять-таки 
согласуется с разложениями, полученными с помощью разновид- 
ностей метода многих масштабов — метода разложения производ- 
ной и метода разложения двух переменных. 


6.2. Приложения метода разложения производной 


6.2.1. Уравнение Дюффинга 


Вторым примером, к которому мы применим метод разложе- 
ния производной, является уравнение Дюффинга 


и ё ь 
aa + Mou + eu =0. (6.2.1) 


Предположим, что имеет место разложение вида 


2 
и — 2 ин (Т., Ts; T .) +0 (e*), (6.2.2) 
тогда 
. а ; 3 
и= Dot+eD, +e°D,+..., Drax. (6.2.3) 


Подставив (6.2.2) и (6.2.3) в (6.2.1) и приравняв нулю коэффи- 
циенты при каждой степени &, получим 


Diu, + wi, =0, (6.2.4) 
Diu, о, =—2D,D,u,— из, (6.2.5) 
Deu, + фи, = —2D,D,u, —2D,D,u)— Оли, —Зщи,. (6.2.6) 
Решение уравнения (6.2.4) имеет вид 

ш=А(Т,, Ть) oT +. A (Ty, Ть)е- 070, (6.2.7) 

С его учетом уравнение (6.2.5) примет вид 
24, + wu, =— [2io,D,A + 342A] ео Ть — ДзезоТь |- СС. (6.2.8) 
Для того чтобы отношение и, /и, было ограниченным при любом 7 4, 


следует исключить слагаемые, порождающие вековые члены. 
Положив 


2iw,D,A+3A2A =0, (6.2.9) 
получим для и, следующее и 


iBT AT петь A ет. CC. (6.2.10) 
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Обращаясь к решению уравнения (6.2.9), положим А == (1/2) ае®, 
где аи ф действительные величины, и выделим в нем действи- 
тельную и мнимую части. Получим 


Laer oy + Za =0. (6.2.11) 


Следовательно, имеем 


aT, Фо (Т.). (6.2.12) 


3 
а=а(Т,), Ф=5, 


Подставив и, и ши, в (6.2.6), получим 
зи, + ди, = — >> АземоьТь + lar AtA—3BA? Jeno, = 
80 809 
—Q(T,, T,)e7+CC, (6.2.13) 


где принято обозначение 


О =2ю,0.В - 
Вековые члены будут исключены при выполнении условий 
В =0, : (6.2.15) 
oD AS (6.2.16) 
8wWo 


т.е. при @ =0. Для и, получим решение вида 


= ae A psiooTs 4+CC, (6.2.17) 
ws 


е5 100 Tos 
6409 


Н. = 


в котором не учтено решение однородного уравнения. Полагая 
в (6.2.16) А = (1/2) ae? и отделяя действительную и мнимую части, 
получим 
да 
OT; 


= __ OPo _ 15 
=0, Wy aT, ge as, (6.2.18) 


Из равенств (6.2.12) и (6.2.18) следует, что а— постоянная. Сле- 
довательно, имеем 


фо =— a’T,+¥, (6.2.19a) 


= 0 
где х— постоянная. Поэтому 


3 
9 =—, а". sae BES ee (6.2.196) 
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Подставляя выражения для Uy, и, и и, в (6.2.2), вспоминая 
равенство А = (1/2) аехр (ig) и выражая результат через перемен- 
ную t, получим 


u =acos (wt +y¥)+— 


sor (1 — = oe ) cos 3 (ot +) + 


3205 
+ aot 7 cos 5 (mt +4) +0 (=?), (6.2.20a) 
где принято обозначение 
Е ye АО 6.2.206 
@=0)+ gre — вв e? +0 (6%), (6.2.206) 


В последних двух членах в (6.2.20а) величина w, заменена Ha ® 
с ошибкой порядка О (3). 


6.2.2. Осциллятор Ван-дер-Поля 


В качестве второго примера рассмотрим осциллятор Ван-дер- 
Поля 


oe tu =е(1— из) №. (6.2.21) 


Подставив (6.2.2) и (6.2.3) в (6.2.21) и приравняв коэффициенты 
при одинаковых степенях &, получим 


аи и, =0, (6.2.22) 
Dju, и, =—2D,D,u, + (1— и?) Dotty, (6.2.23) 
Dju, tu, = —2D,D,u, —Dju,—2D,D,u,+ 
+ (1 — и) Dou, +(1 —42) Du, — 2 и Dotty. (6.2.24) 
Решение уравнения (6.2.22) имеет вид 
ш=А(Т., T,)e>+A(T,, Ть)е-Я. (6.2.25) 
Подстановка и, в (6.2.23) дает 
Diu, +u,=—i(2D,A—A + A®A) e'7o— i Азе То + СС. (6.2.26) 


Чтобы исключить слагаемые, которые порождают вековые члены, 
потребуем обращения в нуль коэффициентов при ехр (-ЕТ.): 


20. А =А—А?*А. (6.2.27) 
Тогда решением уравнения (6.2.26) будет функция 


и: -=В(Ть, Тьет + у Е АзезТь СС. (6.2.28) 
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Чтобы решить уравнение (6.2.27), положим 


А=-а(Т,, T.)expig (Т,, Т,). (6.2.29) 
Выделяя в (6.2.27) действительную и мнимую части, получим 

sh =0, eazy (1—4 ja. (6.2.30) 
Следовательно, имеем 

ф=Ф(Т,), м (6.2.31) 


Если нас интересует первое приближение к и, то мы должны 
считать В, @ и с постоянными. Если, кроме того, положить 
и (0) =а, и аи (0)/4Ё =0, то имеем 


u=acost+O(e), (6.2.32) 


где принято обозначение 
4 
=, (6.2.33) 
—=! 
+ (3-1) 
a9 
Найденный результат согласуется с разложением, полученным 
в п. 5.4.2 с помощью методики Крылова — Боголюбова — Митро- 
польского. 
Для нахождения второго приближения нужно определить 


функции В, ф ис. Подставим с этой целью выражения для Ug 
Hu, в (6.2.24) и получим уравнение 


Diu, и, = © (Ть, Те" +9 (Ty, Т,)е-йь-+ МЗТ, (6.2.34a) 
в котором принято обозначение 
Q =—2iD,B +i(1—2AA) B—iA?B—2iD,A—D?A+ 
4-(1—24A) D,A—A2D,A+ 4 Аз», (6.2.346) 
а через NST обозначены слагаемые, He порождающие вековых 
членов. Вековые члены будут исключены при условии @ =0. 
Чтобы решить уравнение (6.2.346) при @ =0, положим B= 
=(1/2)ibexpig, где 6 — действительное число, а ф определено 


в (6.2.29). Подставив А и Вв (6.2.346) при О =0 и выделив 
действительную и мнимую части, получим 


я. =0, или а=а(Т,), (6.2.35a) 
» 0b 1 _ о 49 4а | 3 аа _ | 
2 (1—ч4*)ь = 2a рт. ее eer 84°. 


(6.2.356) 
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С помощью соотношений (6.2.30) уравнение (6.2.356) можно пе. 
реписать в виде 


ee a. dp , 1 Dede ol Naa 
oor a dee 2a (+ we) + (152 +) af, (6.2.36а) 
Имеем, таким образом, 


(2) =- (т +95) 4Т, + (ва) da. (6.2.366) 


Интегрируя, получаем 
b= —al +4 РТ, + Т—Ташта-ав(Т,). (6.2.36в) 
ат, ' 16/*1 "64 8 phere MONS 
Чтобы отношение u,/U, было ограниченным при всех Т,, ко- 
эффициент при 7, в приведенном выше выражении для 5 должен 
обратиться в нуль. Из этого условия имеем 


1 
Ф = — в Г» РФ, (6.2.37) 


где ф.— постоянная. Тогда разложение и во втором приближе- 
нии запишется в виде 


и-асоз| (1— бе "++. |— 
e{( aa’ —-gaina +ab,}sin| (1162?) | р 
+5’ тз | ( 1 —п 38° | 1+ Фо |0 (е*), (6.2.38) 


где а определено соотношением (6.2.33), а 6, — постоянная с точ- 
ностью того же порядка, что и указанная ошибка. С ошибкой 
порядка О (=?) это выражение можно переписать в виде 


u =acos (# —6) — 5 ea sin 3 (1—0) О (е?), (6.2.398) 
где принято 


0 = ре = ма— дей" +4,, (6.2.396) 


a 9, =— g,— &5, — постоянная. Последняя форма решения пол- 
ностью согласуется с решением, полученным в п. 5.4.2 с помощью 
метода Крылова — Боголюбова — Митропольского. 
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6.2.3. Вынужденные колебания осцнллятора Ван-дер-Поля 
Рассмотрим отклик на внешнюю периодическую силу осцил- 


лятора Ван-дер-Поля, изученного в предыдущем пункте, т. е. рас- 
смотрим колебания, описываемые уравнением 


Ga Ни =8 (1—1 4" + К cos Mt, (6.2.40) 


где Ки ^ — действительные постоянные. Следует различать че- 
тыре случая в зависимости от того, является ли возбуждение 
(внешняя сила) „мягким“ (т.е. K=O(e)) или „жестким“ (т.е. 
К =0(1)) и является ли возбуждение резонансным [T. е. А —®, = 
—0 (=)] или нерезонансным (т.е. A—@, =0 (1). 

Мягкое нерезонансное возбуждение. В этом случае имеем К =e, 
где А =0 (1), и cosAf можно выразить в виде COSAT,. Для на- 
хождения первого приближения к и положим 


и=щ (То, T,)+eu, (То, T,) О (e?), (6.2.41) 


причем Т.=Ёи Т, ==. Подставив (6.2.41) в (6.2.40) и при- 
равняв коэффициенты при =° и & в обеих частях, получим 

Diu, -Н ош. =0, (6.2.42) 

Deu, - оби, = — 20. Би, - (1—1) Бы +R созАТо. (6.2.43) 


Решение уравнения (6.2.42) имеет вид 
и, = A(T) ео То + А (Т)е-®То, (6.2.44) 
Подстановка и, в (6.2.43) дает 
24, + w2u, = (—2A’ + А— A2A) еоТь + 
+ 4 helo — je, Азот + CC. (6.2.45) 


Чтобы не было вековых членов, потребуем выполнения условия 
2А’=А— АзА. (6.2.46) 


Здесь штрих означает дифференцирование по Т,. Тогда решением 
Уравнения (6.2.45) будет и 


и, = В (Т,) elo +5 1 ет = gale + СС. (6.2.47) 


Положив”в (6.2.46) А-==(1/2) аехрёф, выделив действительную 
И мнимую части и решив полученные уравнения, можно уста- 
HOBHTb, что ф— постоянная, в то время как а определяется 
равенством (6.2.33). 
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Имеем поэтому в первом приближении 
и =ас0$ 6, Ё +0 (e), (6.2.48) 


где а определено в (6.2.33). 

Из равенств (6.2.33) и (6.2.48) видно, что наличие мягкого 
нерезонансного возбуждения не влияет в первом приближении 
ни на фазу, ни на амплитуду. Более того, поскольку вынужда- 
юшая функция мягкая, то собственные колебания системы (со- 
ответствующие случаю А ==0) преобладают над вынужденными 
колебаниями, как и следовало ожидать. Однако при приближе- 
нии вынуждающей частоты А к собственной частоте ®, вынуж- 
денные колебания становятся более значительными и стремятся 
к бесконечности, как это можно видеть из (6.2.47). Приведенное 
выше разложение при этом становится непригодным. 

Жесткое нерезонансное возбуждение. В этом случае К =0 (1), 
а уравнения (6.2.42) и (6.2.43) преобразуются к виду 


Ditto t+ ди, =KcosarT,, (6.2.49) 
Diu, + of, = —2D,D uy) + (1—1) Dotto. (6.2.50) 
Решение уравнения (6.2.49) имеет вид 
ug = A(T, ) else + А (Те + — a! 3 COS ATy. (6.2.51) 
aS 


Подстановка и, в (6.2.50) дает 
24, - 02: = iw, [--2А' + An—A?A] e+ СС + NST, (6.2.52) 
где y= 1—K?2/2(w2—A?)?, Чтобы исключить вековые члены, по- 
требуем выполнения условия 
2A’ = An—A?A. (6.2.53) 
Чтобы решить уравнение (6.2.53), положим в нем A =(1/2)aexpig, 


выделим действительную и мнимую части. Получим, YTO ф — по- 
стоянная, и, кроме того, должно быть выполнено уравнение 


та (т ча"). (6.2.54) 


Разделением переменных можно найти следующее решение урав- 
нения (6.2.54): 


Ina?—In (1-5 аз) = Г,  соп$. 


Если положить и (0) =a,+ [K/(w2A?)} и du (0)/4{ ==0, то первое . 
приближение к и будет задаваться равенством 
и =A COS Wot + А cos At +0 (2), (6.2.55) 
0—1 | 
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где принято обозначение 


41 
а? SS СЕВА (6.2.56) 
a) | 


Стационарное решение (т. е. решение, получающееся при tf — oo) 
зависит от знака 1 (т. е. от того, больше ли K*, чем 2(w5—A?)?, 
или меньше). Для отрицательного и имеем exp (— #1) — оо при 
{ —+ со; следовательно, при {Г —*+ co имеем а—+0 и стационарное 
решение имеет вид 


u, =—“~— cos M +0 (2). (6.2.57) 

Wy — A? 
Однако для положительного N при ft —+ oo имеемехр (— ent) —0 
uw a—2/) т. Стационарное aaa соответственно имеет вид 


и; =2 И 1с03$ wf + ——— cos Af +O (Е). (6.2.58) 
Поэтому при отрицательном \ собственные колебания системы 
затухают и стационарное решение состоит только из вынужденных 
колебаний. Однако при положительном 1 стационарное решение 
образовано сочетанием собственных и вынужденных колебаний, 
причем наличие жесткого возбуждения изменяет амплитуду соб- 
ственных колебаний. 


Мягкое. резонансное возбуждение. В этом случае имеем К =€k, 
k—O(l)uA—o, =e, причем расстройка в =0 (1). Чтобы в рас- 
сматриваемом случае получить пригодное асимптотическое раз- 
ложение, выразим функцию возбуждения через Т, и Т, в COOT- 
ветствии с равенством 


К cos At = ей cos (wf + cet) =ek с0$ (Г, оТ,). (6.2.59) 


Для функции возбуждения такого вида величины и, ии, из 
(6.2.41) будут удовлетворять уравнениям 


2a, + wru, =0, _ (6.2.60) 
Deu, + Фи, =—2D,D,u, + (1 — и) Dyu, +k cos(@,7) --оТ,). 
(6.2.61) 


Общее решение уравнения (6.2.60) имеет вид 
и, =А (Т,) ево То + А (T,) em 107, (6.2.62) 


Уравнение (6.2.61), следовательно. nee ВИД 


Diu, + oft, = | №. (—24' + А— АА) + у веб", | от — 
; =i agian +CC. = (6.2.63) 
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Поскольку выражение в квадратных скобках в (6.2.63) зависит 
только от 7,, то слагаемые, пропорциональные exp (+ №7}, 
порождают вековые члены относительно масштаба времени Т.. 
Чтобы отношение и,/и, было ограниченным при всех T,, следует 
потребовать 


2А'=А— АзА — ikeioTs, (6.2.64) 


Для решения уравнения (6.2.64) положим в нем A =(1/2)aexpig 
и, выделив действительную и мнимую части, получим 


а ] | Е. 

т. =ya(1—qat) +55 sin (Olas) (ea) 
dp __ Ti 

a SS Bae cos (с Ф). (6.2.66) 


Желая исключить в правых частях (6.2.65) и (6.2.66) явную 
зависимость от времени, положим 


ф=оТ.—Ф wan о (6.2.67) 

Уравнения (6.2.65) и (6.2.66), следовательно, примут вид 
w= а И sin, (6.2.68) 
ae =0 +r с COS Ip. (6.2.69) 


Периодические решения возбуждаемого внешними силами осцил- 
лятора (6.2.40) соответствуют стационарным решениям уравнений 
(6.2.68) и (6.2.69), т. е. соответствуют равенствам da/dT, = 
= dip/dT,=0, или иначе 


ra(I—zat) + к п =0, (6.2.70) 
o+— созф-=0. (6.2.71) 


Величины, помеченные волной, относятся здесь к стационарному 
решению. Исключив из этих уравнений |, получим следующее 


уравнение для частотной характеристики; 


k2 
p(1—p)? + 40% =- = 
Do 


Pay ИС 6.2.72 
= ’ aay Be ‚ (6.2. ) 


Для заданных амплитуды ek и частоты А ==, +0 возбуждения 
соотношение (6.2.72) определяет значение р и, следовательно, 
амплитуду гармонических колебаний. В первом приближении 
гармоническое колебание задается равенством 


u =acos (вЁ +) + Olt), | (6.2.73) 
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причем частота колебаний равна 


а = d 
0 = (wt +9) = ЕР =o, +20 =. (6.2.74) 


Следовательно, при приближении A к в, собственные колебания 
совпадают с вынужденными. В результате выходной сигнал 
синхронизируется с частотой возбуждения. 

Для исследования устойчивости этих гармонических колебаний 
положим 


a=a+Aa, p=p+Ay. (6.2.75) 


Разлагая правые части уравнений (6.2.68) и (6.2.69) по степеням 
Aa и Aw и сохраняя только линейные члены, получим 


404) т (1 a’) Aa + cos pAyp, (6.2.76) 
1 — 

4 (44) _ _ & 7 a ee ne 
ат, т cos pAa Tae sin pA. (6.2.77) 


Предположим, что Аа и Аф пропорциональны expmT,. Тогда 
коэффициент т должен удовлетворять уравнению 


m—Qn+A=0, (6.2.78) 
где приняты обозначения 


Q=1—2, A = (1—4p + 3p) + оз. (6.2.79) 


При выводе этих соотношений мы воспользовались уравнениями 
(6.2.70) и (6.2.71). Дискриминант уравнения (6.2.78) равен 


D=p*?—4o?. (6.2.80) 


Кривые, определяемые равенствами ® =А =Д =0, называются 
сепаратрисами и показаны на рис. 6.1. Кривая А =0 представ- 
ляет собой эллипс с центром в точке 9 =2/3, в =0; геометри- 
ческим местом точек, удовлетворяющих уравнению D =O, явля- 
ются две прямые линии р = +20. Точки, лежащие внутри эллипса, 
соответствуют наличию седловой точки; следовательно, соответ- 
ствующие им гармонические колебания неустойчивы. Точки, 
лежащие вне эллипса, соответствуют наличию узла при DSO 
и наличию фокуса при D< 0. Гармонические колебания, соот- 
ветствующие этим точкам, будут устойчивыми или неустойчивыми 
в зависимости от того, больше ли о, чем 1/2, или меньше. 


Жесткое резонансное возбуждение. Данный случай может быть 
исследован как частный случай предыдущего, соответствующий 
Е =К/е, причем амплитуда возбуждения К =0 (1). Следовательно, 
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В — очень большая величина, поскольку г мало. Тогда из (6.2.72) 
следует, что для 0, близких к нулю, существует только одна 
амплитуда р гармонических колебаний, и последние являются 
устойчивыми. При неограниченном увеличении А амплитуда также 
растет неограниченно. 


Область 

устойчивости, pot 
i 2 

= = 


Областе 
густойчивостй 


1,0 1,0 


6.2.4. Параметрический резонанс — уравнение Матьё 


Вернемся к уравнению Матьё, рассмотренному в п. 3.1.2, 
а именно к уравнению 


u+(5+ecos 21) и =0. (6.2.81) 


Согласно теории Флоке линейных дифференциальных уравнений 
с периодическими коэффициентами, плоскость параметров 6—e 
разбивается переходными кривыми на области устойчивости и 
неустойчивости, причем на самих кривых решенуе и периодично 
с периодом л или 2л. В п. 3.1.2 были определены приближения 
к переходным кривым с помощью метода Линдштедта — Пуанкаре. 
В данном пункте будут найдены не только переходные кривые, но 
также и решения и, следовательно, степень устойчивости или не- 
устойчивости, как это было сделано в п. 3.1.3 с помощью метода 
Уиттекера. Чтобы выполнить это, положим при положительном Wo 


6 = 0} (6.2.82) 


и предположим, что 
и = и (ТГ, Га) аи, (To, Га, Го) + Е, (То, Га, Г.) +.... 
(6.2.83) 
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Следует различать случаи, когда значение w, близко к целому 
числу п и когда оно далеко от целочисленных значений. 
Решение для значений &®,, далеких от целого числа. Выразим 
cos 21 через масштаб времени 7, в виде соз2Т.. Подставив (6.2.83) 
в (6.2.81) и приравняв нулю коэффициенты при 9, в и =*, получим 


Diu, + «5, =0, (6.2.84) 

Diu, ви, =—2D,D,u,—u, cos 2T ,, (6.2.85) 

Dju, + ou, =—2D,D,u,—(D}+2D,D,) u,—u,cos2T,. (6.2.86) 
Решение уравнения (6.2.84) имеет вид 

u,=A(T,, T,)eT +A (T,, T,)e-oT, (6.2.87) 

Подстановка и, в (6.2.85) дает 

Diu, +o2u, = — 21%, Дет — > Ae! (0+3) г. Ae! (0-2) To + СС. 

(6.2.88) 

Поскольку значение @, далеко от 1, то вековые члены будут 


отсутствовать при условии О.А =0, т. е. A=A(T,). Тогда ре- 
шением для и, будет функция 


| | | 
be сеет Де: (Wo + 2) ЕТ Ae! (9 — 2) T1CC, (6.2.89) 


Подстановка и, и и, в (6.2.86) дает 
2 24. == —2 |i eee: И 
Diu, + ou, = —2 |fooD.A во 


din ON sesh # (My+ 4) Ky eae eee 
Te, En 4¢ ié(o,—) 


ео Т. 


о — 


Ae!'-T4+CC, (6.2.90) 


Поскольку значение &, далеко от | и от 2, то вековые члены 
будут исключены при условии 


р ИЕ В 6.2.91 
ь 1609 (2—1) ( ) 
Положив A =(1/2)aexpig и отделив действительную и мнимую 
части, получим 
| 


oa _ a ee ds 
=0, = я (6.2.92) 


Отсюда имеем 


| 


16u(w 


a=const, g= zy Г +- Do, (6.2.93) 
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где ф,— постоянная. С учетом условия (6.2.91) решение уравне- 
ния (6.2.90) имеет вид 
I t 1 1 (о - 0 
о Leese ОС 
(6.2.94) 


Суммируя, получим решение для и с точностью до членов по- 
рядка О (e?): 
u==acos(ot+q,)+ 


+3 apr 8 0 +2) 1+9] 


[008 (®—2)# +9} + 


2 
т 5 (are ea cos[(w + 4)¢+ @o] + 
ея cos [(«—4) „| } +0 (3), (6.2.95) 
где принято обозначение 
= — »3 
Oe oe 16a, Ey tO le) (6.2.96) 


Вновь подчеркнем, что полученное разложение справедливо 
только при условии, что ®, далеко от | HoT 2. При wo, —+ 1 или 
2 имеем и —+ со. Разложение, справедливое в окрестности в, == 1, 


будет построено ниже. 
Решение для значений ®,, близких к 1. В этом случае полагаем 


5=1+e6,+e76,+..., (6.2.97) 
причем 6, и 5, =0 (1). Равенство (6.2.97) преобразует уравнения 
(6.2.84) — (6.2.86) к виду 

Био + и. = 9, (6.2.98) 
Diu, + и, =—2D 9D и, — 6, — Шо COS 2T 4, (6.2.99) 
Deu, +u,=—2D,D,u, —(Di + 2D,D,) ш— би, —б,ио— и, COS 2То. 
| (6.2.100) 
Решением уравнения (6.2.98) является функция 
Uy =А (Ти, Т.е + А(Т,, T,) e-'7, (6.2.101) 
Подстановка uy в (6.2.99) дает 
D'u, и, = (—2iD,A —5,A—4t A) eT Аемть +CC. (6.2.102) 
Вековые члены относительно масштаба времени Т. будут исклю- 
чены при условии 
DA= zi (54 +7). (6.2.103) 
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Тогда решение уравнения (6.2.102) будет иметь вид 
и, = 7g (АезТь + Ae #70), (6.2.104) 


Чтобы решить уравнение (6.2.103), предположим, что 
A=A,-+iA;, (6.2.105) 


где A, и А, —действительные величины. Отделив действительную 
и мнимую части, получим 


dA, (1 
ОТ, = (3—8) Ai, (6.2. 106) 
ОА; | 1 

gaa eth) A. (6.2.107) 


Решениями этих уравнений будут функции 


А, =a,(T,)e"™ -- а, (Т,)е-т'Т,, (6.2.108) 
Ay =U fay (Гу) е* a, (T,)e-74, (6.2. 109) 
эта 
где 
и=т (+—=!) (6.2.110) 


Здесь a, и а,— действительные функции масштаба времени Т,; 
в первом приближении, однако, а, и а, — постоянные. 

Из равенств (6.2.108)—(6.2.110) видно, что А экспоненциально 
растет вместе с Т, (т. е. вместе с [), если у, — действительная 
величина, т. е. если выполнено |6, | < 1/2. Если же y, —мнимая 
величина, т. е. выполнено |6, | > 1/2, то А осциллирует с ро- 
стом 7, (в этом случае решение выражается через cosy,T, 
и siny,7,). Следовательно, границы (переходные кривые), 
которые отделяют область устойчивости от области неустойчи- 
BOCTH и исходят из точки 6 =1, г=0, задаются в первом при- 
ближении равенствами 6, = 51/2, или 


6=1-5 52-0 (е*). (6.2.111) 


Чтобы определить второе приближение к и и к переходным 
кривым, подставим и’ и и, в уравнение (6.2.100) и перепишем 
его в виде 


Dish, 2S |2iD,A + DIA + (5, +3) A| ить +. CC + NST. 
| | (6.2.112) 
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— 


Чтобы не было вековых членов, нужно, чтобы выполнялось 
условие : 


22, А + DA +(5,+ 55) Ae), (6.2. 113) 
Вспоминая, что Е oA, и отделяя в уравнении (6.2.113) 


де: гвительную и мнимую части, получим следующие уравнения 
для A, и Ад 


9 aT, +. aA; ==), (6.2.114) 
ОА; 
258i + aA, =0, (6.2.115) 
где 
= 6,5. _ (6.2.116) 


Заменим A, и А; на выражения (6.2.108) и (6.2.109) и прирав- 
няем нулю коэффициенты при exp(+ y,7,), поскольку они явля- 
ются функциями Т,. Получим уравнения 


а 2 4 а 
at . vga, =0, — = Ft + aa, =0, (6.2.117) 
м р 
ys = aa ба: ==0: Bet aa, =0. (6.2. 118) 
| 5—6 za 


Из этих уравнений следует 


a= a =0 или a,=const, a,=const, (6.2.119) 
a=0 или 5, = —И—з. (6.2.120) 


Таким образом, решение во втором приближении задается 
соотношениями (3.1.57)—(3. 1. 6), которые были получены мето- 
дом Уиттекера. 


6.2.5. Осциллятор Ван-дер-Поля с запаздывающей амплитудой 


В качестве следующего примера в отличие от предыдущих 
примеров второго порядка рассмотрим задачу третьего порядка. 
В безразмерном виде она задается уравнениями 


ас а 

Sat woo = Qn д, [(1— —Z)v +2, (6.2.121) 
Cae ee .2.122 
т + о (6.2.122) 
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Здесь о— напряжение, {— время, е— возбуждение, «, — собствен- 
ная частота, т время запаздывания,  —выход низкочастотного 
фильтра, и — характеристика усиления во вспомогательном кон- 
туре. Впервые этот осциллятор был изучен Гоулеем [1964] и затем 
Скоттом [1966] и Hands [19675], [1968]. Здесь мы рассмотрим 
свободные колебания (т. е. примем е==0), отослав читателя, 
интересующегося случаем вынужденных колебаний, `“к Найфэ 
[1968]. 

Для нахождения первых приближений к решениям приведен- 
ных выше уравнений предположим, что. 


И ЕТ И od: (6.2.123) 
yA A my Oy en SP Ge (6.2. 124) 

причем 
В as (6.2.195) 


Подставив (6.2.123)—(6.2.125) в уравнения (6.2.121) и (6.2.122) 
и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях и, получим 


Div, + wiv, =0, (6.2.126) 
TD ly + Z, = U3, (6.2.127) 
Div, + wu, = 2D, [((1 —Zo)0, —Dy0], (6.2. 128) 
0.0, + 2. = —tD,Z,y + 20,0,. (6.2.129) 
Решение уравнения (6.2.126) имеет вид 
= A(T,) ево То + Д(Т,) e~ Hoe, (6.2. 130) 
Подстановка v, в (6.2.127) дает 
TD Ly +2, = AA + Азе?!оТь -- СС. (6.2.131) 
Решением этого уравнения является функция 
Ar%e2!@o%> Дар-2оТь 


2, = B(T,) e770 + 2AA + ~~ Tonge + (6.2.132) 


1— от ° 


Поскольку v, и 2. найдены, уравнение (6.2.128) можно запи- 
сать в виде 


: ; 1 
зо, + зо, = 2.0 (Т,) ео —2АВ aa elie) To — 


Зо Ть ` 
00-10285 
где принято обозначение 


LUBA, (6.2. 134) 
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Вековые члены будут исключены при условии О =0. Тогда ре- 
шение для и, имеет вид 


1— от г. 32 АзеЗ®оТо _ 
oan в pli@o—(1/1)]T 
v,=2ABt 1—2 elo 0 ta, 1 Diet +C€C. (6.2.135) 


Чтобы решить уравнение Q =0, положим в нем A =(1/2) aei®, 
где а и ф— действительные величины, и отделим действительную 
и мнимую части в (6.2.134). Получим уравнения 


da 1 
= (1 вла? (6.2.136) 
а 1 
an — 7 0,2, (6.2.137) 
где 
__ 3-|- 801? = 209 6 
ro 1+ dat?” ss 1+ Чет? Se 


Решения уравнений (6.2.136) и (6.2.137) имеют вид 
4 
Е Е НИ. (6.2.139) 
ar+( rar) г-2щ 
ao 
PC ee Ve Qut__ 
P= 34 Bort? й | + a, (е у +o, (6.2. 140) 


где а„— начальная амплитуда, ф,— постоянная. 
Для нахождения В подставим выражения для Vy, Zo HV, 
в (6.2.129). Придем к уравнению 


НИ | =, B+ 8x Ее AaB | е-Ть" NST. (6.2.141) 


1+ 409 
Для того чтобы отношение Z,/Z, было ограниченным для всех 
То, коэффициент при ехр(—Т.,/т) должен обратиться в нуль. 
С учетом равенства А == (1/2) аехрёф получим 
1+ 20012 
р,В = 21-200? зв, (6.2.142) 
1+ 40112 


Подставив выражение для a? из (6.2.139) в (6.2.142) и разрешив 
полученное уравнение, найдем 


В=Ь [ar torte 1) (6.2. 143) 
0 


где 
4 (1--201?) 


т 3-Е 8wgr? | 
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Следовательно, имеем в первом приближении 


v=acos(@,t-+@)+0 (в), (6.2.144) 
Z = Bett + a cos[2mt + 2ф —arctg 2w,T] + > lg? +O (и). 
2V 1+ 40112 
(6.2. 145) 


адаются соответственно равенствами (6.2.139), 


Здесь а, фи Вз 
и (6.2.143). 


(6.2.140) и (6. 


6.2.6. Устойчивость треугольных точек в эллиптической ограниченной задаче 
трех тел 


В качестве двух следующих примеров рассмотрим задачи чет- 
вертого порядка, причем первая из них— линейная, вторая — 
нелинейная. Рассмотрим сначала устойчивость треугольных точек 
в ограниченной задаче трех тел, исследованной в п.3.1.4 и 3.1.5 
< помощью методов Линдштедта — Пуанкаре и Уиттекера. С по- 
мощью метода многих масштабов эта задача впервые была рас- 
смотрена Олфрендом и Рэндом [1969]. Математически задача 
сводится к исследованию устойчивости решений уравнений (3.1.63)— 
(3.1.65). В этом пункте с помощью метода многих масштабов 
определим переходные кривые, пересекающие ось и в точке 
wy = (1—2 2/3)/2, и выявим поведение х и у в окрестности 


этих кривых. 
Положим cos/=cos7T, и предположим, что 


х=х,(Т., Г) ех, (Т,Т)-..., (6.2.146) 
у=у, (То, Г) -ец, (Г, Т)-..., (6.2.147) 
и = ш-Гев.-..., (6.2.148) 
причем 
Тор. Тонер (6.2.149) 
Имеем, следовательно, 
а д 
же РВ ted, +... В, = 57 (6.2.150) 


Подставим (6.2.146)—(6.2.150) в уравнения (3.1.63)—(3.1.65} и 
приравняем нулю коэффициенты при 6’ ие. Получим, прирав- 
нивая члены: 


порядка e° 
Ох, —2Ру, —Вх =0, (6.2.151) 
Dito + 2D, Xp — ау, =0; | (6.2.152) 
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порядка е 

Dox, — 20), — Вх, = —2D DX + 2D Yo +4 ,%) — Вх COST 9, (6.2.153) 

Dey. + 2D 4X, — аи, = —2D DD Yy —2D x, — OY, — Ag yy COST g. 
(6.2.154) 


Здесь а; и 6; задаются соотношениями (3.1.71) и (3.1.72). 
Решение системы (6.2.151) и (6.2.152) имеет вид 


== A(T,)cos 5 То +B(T,)sin >To, (6.2.155) 


и =@В (Г) с03- Т—аА(Т) тт Т, = (6.2.156) 
где 

a=(a+ >) =b+¢=4(7—V38). — (6.2.151) 
Решение нулевого порядка определяет правые части уравнений 
(6.2.153) и (6.2.154). Таким образом, они запишутся в виде 


Dix, — Бу, — box, =P, COS + То + 9, т То МЗТ, (6.2.158) 
Рау, + 2Рьх, —Aoy, = Р,соз + Tot Qysin-y To NST, (6.2.159) 


где приняты обозначения 


P, = (2a—1) В" (5,—5%) A, (6.2.160) 
ое eee (6,54) В, (6.2.161) 
Q,=—(2a—1)A'+(b, +560) B, = (6.2.162) 
Q,=(a—2) В’ +a (6,540) А. (6.2. 163) 


Для нахождения первого приближения He обязательно решать 
уравнения для X, и Y,; достаточно только обеспечить ограничен- 
ность отношений х,/х и Yy/Yo при всех Т.. Именно по этой 
причине мы выписываем слагаемые, которые порождают вековые 
члены. Для того чтобы исключить вековые члены, можно найти 
сначала частное вековое решение и определить затем условие 
его обращения в нуль. Такое частное решение может быть за- 
писано в одном из видов 


x=0, у=К, 05 То 5,5 5-Ть (6.2.164) 


y=0, х= В, 08 Ть + 5,9 5 То. (6.2.165) 


6.2. Приложения метода разложения производной 281 


Таким образом, задавшись частным решением вида (6.2.164) или 
(6.2.165), можем получить условия, при которых вековые члены 
исключаются. Используя любой из видов решения, получим один 
и тот же результат. Подставив (6.2.164) в (6.2.158) и (6.2.159) 
и приравняв коэффициенты при со0$ (Т,/2) и sin(T,/2) в обеих 
частях, получим 

R,=Q, S:=—P,, (6.2. 166) 


R,=—aP,, S,=—aQ,. (6.2.167) 
Исключив К, и S, из (6.2.166) и (6.2.167), получим искомые 
условия; они имеют вид 
P,=aQ,, Q,=—aP,. (6.2.168) 
Подставляя выражения для P,, Р,, Q, и О, из (6.2.160)— 
(6.2.163) в (6.2.168), получим следующие два уравнения для 
А и В: 
(1—4а -- а?) А’-- | (lat) 6, + (bo—a%a,) | B=0, (6.2.169) 


(1—4a.+a2) BY —[(1—a2) 6, — 5 (bo —a%as) | А =0. (6.2.170) 


Для решения этих уравнений положим в них 
A=aexpy,7,, B=bexpy,T, (6.2.171) 
и получим уравнения 
(1—4 + а?) y,a+ [с —a?) b, +5 (вы — ола, b=0, (6.2.172) 


= [а —а*) 6, —5 (ат) | a-+(1—4a-+a?)by,=0. (6.2.173) 


Эти уравнения совпадают с уравнениями (3.1.105) и (3.1.106), 
полученными с помощью метода Уиттекера. Следовательно, 7, и 
b/a задаются соотношениями (3.1.107) и (3.1.108), a x и y—co- 
отношениями (3.1.109). Олфренд и Рэнд [1969] продолжили это 
разложение до второго порядка. 


6.2.7. Качающаяся пружина 


Ниже рассмотрим нелинейную качающуюся пружину, иссле- 
дованную в п.5.5.3 и 5.7.5 и описываемую лагранжианом 
(5.5.54). Этому лагранжиану соответствуют уравнения движения 


Хх в(1— 030) — (1+ 4)62=0, (6.2. 174) 


6+ pf; sind +, 00=0. (6.2.175) 
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Для малых, но конечных значений х и 0 будем искать решения 
этих уравнений вида 
x(t) = ах, (То, Ty) + 2х, (То, Т))-..., (6.2.176) 
0 (1) = =0, (To, Г.) + =*0, (Т., Ti) ..., (6.2. 177) 


где T,,=e"t, а а— величина того же порядка, что и амплитуда 
колебаний. 

Подставим (6.2.176) и (6.2.177) в (6.2.174) и (6.2.175) и при- 
равняем коэффициенты при одинаковых степенях &. Получим, 
приравнивая члены: 


порядка = 
Dix, Нк, =0, of =~, (6.2. 178) 
030, 10, =0, of ==; ° (6.2.179) 

порядка =? 
Dix, вх, = —2D.D x —-5 gO? + /(Ро8,), (6.2. 180) 


2 
D2, + 10, =—2D,D,0, + 9 x,0,—F (Dox) (Do). (6.2.181) 


Решения уравнений первого порядка имеют вид 
x, = A(T,) ef To 4 А (T,) e217, (6.2. 182) 
0, = B(T,) ef:To4+ B(T,) e7 i270, (6.2.183) 


С учетом этих решений уравнения (6.2.180) и (6.2.181) примут 
ВИД 


Dix, + вх. = — 2,0, Дет —5 д Взе? То -- +eBB +CC, 
(6.2.184) 


D0, + 030, = —2,0, Bele2To + Ca (Oat Po) АВе! (140s) To 4 
4 220270) ABet toro) To + CC. (6.2.185) 


При постоянных A и В частные решения уравнений (6.2.184} 
и (6.2.185) имеют вид 


x= 7 ВВ— Е Вземь,Т, СС, — (6.2.186) 


2 01—40 
— — 62-20) 4 Boi (oy +09) Te — 22 (@2— 2) роет, | 
0, = — fos (@1-F 203) aaa Lo, (@1 — 20) о 
(6.2.187) 
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и @,—+ 20, они стремятся к сю. Следовательно, разложения 
2.176) и (6.2.177) нарушаются при ®, = 20,. 
Чтобы получить разложение, пригодное для w, & 2®,, положим 


0, —20,=20, @==0(1), (6.2.188) 


Пр 
(6. 


причем будем считать А и В не постоянными, а функциями Т.. 
Кроме того, используя (6.2.188), выразим exp(2iw,T,) и 
exp [1 (©, —©,) То] в уравнениях (6.2.184) и (6.2.185) в виде 
exp (21@,7 9) = exp (io,T)>—io7,), 
exp [i (@,—,) То] = exp (i@,7 5+ ioT,). 


Получим 
Dx, tox, = — ( 2i0,D,A+2 gB%e-7: | eT. + CC + NST, 
(6.2. 189) 
D0, + 030, = — [ор ва ABe!o™ | ef@:7o + CC +. NST. 
| (6.2.190) 
Исключая вековые члены, получим 
2io,D, A = — 9 gB? exp(—ioT,), 
(6.2. 191) 


2ia,D, В = 22") 4B exp (ioT). 


Полагая A = — (1/2) ia, exp (io,B,) и B= — (1/2) ia, exp (1ю.В.) 
при действительных а; и В; и отделяя действительную и мнимую 
части, получим 


a, = a? cosy, (6.2. 192) 
i= — 8 aa, cosy, (6.2.193) 
ap, = — x4 a3 sin 7, (6.2.194) 
6, = — + a, siny, (6.2. 195) 


где принято обозначение 
y= ®.В, —2o,f, + (©, — 20.) Ё. (6.2. 196) 


Если в уравнениях (6.2.192)—(6.2.196) положить а? = в, а1/®.К и 
а; = 2a,/mgl, TO они перейдут в уравнения (5.5.76)—(5.5.80), по- 
лученные с помощью метода усреднения в канонических пере- 
менных. 
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6.2.8. Модель для слабой нелинейной неустойчивости 


Ниже рассмотрим модельную задачу 


Upp — Ug —U =u, 
u(x,0)=ecoskx, u,(x, 0) =0 (6.2.197) 


о слабой нелинейной неустойчивости стоячих волн, которая была 
исследована в п.2.1.2, 3.4.2 и 3.5.1. Для значений №, далеких 
от А =1|, равномерно пригодное решение для стоячих волн имеет 
вид (п.3.4.2) 


u=ecosot cos kx + О (=*), (6.2.198) 


где 


и Че? 
=? — 1 1 toe. 


Очевидно, что это разложение нарушается при —1-==0 (=?). 
Для нахождения разложения, пригодного в окрестности К =1, 
введем новую переменную &=Ах и приведем (6.2.197) к виду 


Ин — Ри и = ИЗ, 


и (Е, 0) =вс0з& и, (Е, 0) =0. eae) 
Кроме Toro, положим 
k=1+ek,, №, =0О (1) (6.2.200) 
и предположим, что 
и (Е, t; 8) =и (Те, T,, Гь; &) =eu, + 2?и, +e%u,+..., (6.2.201) 


rae 7, et. 

Подставим (6.2.200) и (6.2.201) в (6.2.199) и приравняем коэф- 
фициенты при равных степенях =. Получим, приравнивая члены: 
порядка = 


ди. ди 
are age 41 =0, 
; (6.2.202) 
u 
u, =cos Ё, ar, = 9 при T,=0; 
порядка =? 
0 Us Ма: В 29 Ou, 
OT? ORR 2 ~~“ SPST,” а 
ди Ou, (9:4: ) 


и, — 0, aT, aT, при i =0; 
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порялка #3 
Pug _ диз Pu, uy, _ д Pg Oru, 
are gs — Из = 2, Se — opr 2 aT aT, 2 aT aT,’ 
lig =O, ео при. 7.0, (6.2.204) 
Решение задачи первого порядка имеет вид 
Weal. Г.) 605, 00 =. (6.2.205) 
Тогда (6.2.203) запишется в виде 
ди, uy 86 
Ore Oe? ie: 
: р a (6.2. 206) 
G0, 5 == 7 — (= \ cos nou Г, =0: 
0 1 ; 


Решение задачи (6.2.206) будет содержать член, пропорциональ- 
ный ТГ., Из-за которого отношение и,/и, не ограничено при 
Т, —* со. Этот член исчезнет при условии да/дТ, =0 для 
Г. —=Т,=0. Тогда получим 


и =0 (Г, Г.) <03Е, 60,0) =0. (6.2.207) 


При известных решениях первого и второго порядков уравнение 
для и. запишется в виде 


ое ae ts = (1—2 а— sre) сов + 1 а cos 3E. (6.2.208) 


Вековые члены будут исключены при условии 


02a 


are + (2k, —Fa?)a=0. (6.2.209) 


Выше были получены начальные условия для а в виде 


asi =O При” =; (6.2.210) 


= 
Для нахождения функции В (Т,, Т,) и зависимости а от Т, 
нужно получить разложение более высокого порядка. Если огра- 
ничиться в вычислениях точностью 0 (#3), то с точностью О (=?[) 
величина а может считаться функцией Т.. 
Задача (6.2.209) и (6.2.210) допускает интеграл 


(sr) = (4—1 (а*—В), B= 1. (6.2.21) 


Поскольку а(Т,)— действительная величина, то правая часть 
в (6.2.211) должна быть положительной. Следовательно, значе- 
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ние а? должно лежать вне интервала с концами | HB. Из усло- 
вия a(0)=1 следует, что а? неограниченно растет при В<1и 
колеблется между значениями O и 1 при В > 1. Поэтому значе- 
ние B=1 или №, =3/8 отделяет область устойчивости от области 
неустойчивости. Следовательно, условие нейтральной устойчи- 
вости имеет вид 


Еее? (6.2.219) 


в согласии с (3.5.6). Решение для а задается эллиптической 
функцией Якоби. 


6.2.9. Модель взаимодействия волна — волна 


Рассмотрим вновь модельное уравнение Брезертона [1964] 
Pit Фхххх + Pex НФ =2Ф?3, (6.2.213) 


которое было исследовано в п. 5.8.1 и 5.8.2 с помощью вариа- 
ционного подхода. Линейная задача допускает решение в форме 
однородной бегущей волны 

ф =acos (kx —ot В). (6.2.214) 


Здесь а, k, ® и В-—-постоянные, а хи А удовлетворяют диспер- 
сионному соотношению 
w? = k4—k?+ 1, (6.2.215) 


Резонанс в гармонике может возникнуть, когда пары (a, А) 
и (по, пе) при некотором п>2 удовлетворяют соотношению 
(6.2.215). Это имеет место для всех #*=1]/п при п>2. Для 
указанных волновых чисел основная и я-я гармоники имеют 
одинаковую фазовую скорость. 

Поскольку в нашем уравнении нелинейность является куби- 
ческой, то порядок O(e) будет иметь только взаимодействие 
основной гармоники, соответствующей Rk? = 1/3, с третьей гармо- 
никой (Rk? =3). Если же нелинейность имеет вид #ф” при неко- 
тором m, то порядок О(=) будет иметь взаимодействие основной 
гармоники (А? = 1/т) с т-й гармоникой (Е? =m). Если рассматри- 
вать взаимодействия более высокого, чем =, порядка, то даже 
для кубической нелинейности могут возникнуть резонансы в гар- 
мониках, отличных от третьей. 

Чтобы построить разложение первого порядка, пригодное 
в окрестности &? =1/3, положим 


Ф= Фи (То, Га, Хь, Х,) + =Ф, (To. ТГ, Xo, А+... (6.2.216) 


где 
Ти ==", X,=e"Xx. 
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Подставляя это разложение в (6.2.113) и приравняв коэффициенты 
при одинаковых степенях &, получим 


д д | 
L (Фо) = ‘gr + ae + + —0, (6.2.217) 
Е a= 9%ф org, 
L (9) = —2 ро. — 4 эжнох. —2 ЭХ. ах, (6.2.218) 


Решение уравнения (6.2.217) запишем в виде 
Фо = А, (Ти, Хе: - А, (Т,, Х,) ей: СС, (6.2.219) 
ОА Хо— Го, 
w2 = kt — К +1, (6.2.220) 
0,2 30,, k,  3k,. 


Отметим, что вид ф, предполагает две взаимодействующие гар- 

моники. Можно показать, что функция Фо, В которой содержится 

только ехр(19,), является непригодной (см. п. 5.8.2 и и 6.8.4). 
Подставив выражение для @, в (6.2.218), получим 


г) = У 2, (‘т +o ae ге" +3 (AA, +2А,А,) Але + 
п=!, 3 
-3(2А, А, + А, А.) Азе? + Азез!8: + АЗез10» + 
+ 3A2A ge! (s+ 2004 3A? А зе? (6-20 -|- 
+3A , Ade! (291+) 4 ЗА, Adel (205-9) + СС. (6.2.221) 


Здесь ®„ = dw,,/dk групповая скорость. 

Вследствие взаимодействия двух гармоник в уравнении 
(6.2.221) возникают слагаемые, порождающие вековые члены и 
отличные от слагаемых обычного вида exp (i8,). Чтобы выделить 
эти слагаемые, рассмотрим случай точного резонанса, при кото- 
ром 0,=30,, так что выражения exp (:9,) и exp (319,) порождают 
вековые члены. Непосредственно видно, что слагаемые exp (3:9,) 
и ехр [1(0, —26,)] порождают вековые члены. Вековой характер 
этих слагаемых вблизи резонанса можно показать, выразив их 
через exp (i0,) и exp (:9,). С этой целью заметим, что 


9, —30, = Г = (А, — ЗА, ) X, —(®.—3З®,)Т.. 
Хотя X, и Т. имеют порядок О (1), величина Г при k, — ЗА, и 


®,—> 3, становится медленно меняющейся. Чтобы описать это 
медленное изменение, выразим Г в виде 


ГА x, Г. (6.2.222) 
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_ 


С помощью этой функции величины exp (3/0,) и exp [1(0. — 20, }] 
примут вид 


exp (310,) =ехр [1(9, —Г)], exp [1(0, — 26,)] = exp [i (8, + Г)). 
Исключая в правой части уравнения (6.2.221) слагаемые, 
в - вековые члены, найдем 
21, (or ar ae a )= — 3(A,A, +2A,A,) A, —ЗА?А ет, (6.2.223) 
Qi, ( = BI = ) = —3(2A,A,-+A,A,) А,—Азе-*. (6.2.294) 


Положив в уравнениях (6.2.223) и (6.2.224) A, =(1/2) a, exp (if,) 
с действительными а, и В, и отделив действительную и мнимую 
части, получим 


д ‚д 3 : | 

ar, + © x= — Ror Иа sin 6, (6.2.225) 
9 ‚ Op, 3 

So ooh = (al i + 2a; + a,a, cos 9), (6.2.226) 
д ‚9 1 А 

я 4+ 0% ax — аз sin 6, (6.2.227) 
В: ОВ: 


Эт, + 0 эх, = = (Gai + Заз азаз' соз 6). (6.2.228) 


Здесь принято обозначение 
8=Г-+ В, —ЗВ,. (6.2.229) 


Уравнения (6.2.225)—(6.2.228) вполне согласуются с уравне- 
ниями (5.8.24)—(5.8.27), полученными с помощью вариационного 
подхода. 


6.2.10. Ограничения метода разложения производиой 


Этот метод применим только к задачам волнового типа. Он 
не применим при наличии неустойчивости, за исключением тех 
случаев, когда неустойчивость является слабой. Подобная неус- 
тойчивость имела место в нелинейной задаче устойчивости, рас- 
смотренной в п. 6.2.8. При k > 1 величина и ограничена, и раз- 
ложение (6.2.198) пригодно для времен порядка €~2, если только 
значения А далеки от |. Если R< 1 и # далеко от 1, то это 
разложение пригодно только для малых времен. В окрестности 
К =| неустойчивость является слабой, и соотношение (6.2.211) 
задает решение, пригодное для времен порядка 2-1. 

В случае гиперболических уравнений этот метод может быть 
применен к диспергирующим волнам, если только начальные усло- 
вия представляются суперпозицией конечного числа синусоид. 
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В волновых задачах, в которых в линейном приближении дис- 
персия отсутствует, как, например, в следующей задаче: 


п -=еи?, (6.2.230) 


и(х, 0)=f(x), 5% (х, 0) =0, (6.2.231) 


этот метод не позволяет получить решение, если даже [(х)— 
синусоидальная функция типа cosx. Чтобы установить это, 
положим 


и =U, (x, To, 71) +8u, (x, T,,7,)+..., (6.2.232) 


где 
ТВ, вт. 


Подставим (6.2.232) в (6.2.230) и (6.2.231) и приравняем коэф- 
фициенты при одинаковых степенях =. Получим, приравнивая 
члены: 


порядка =° 
Oru ди 
aT? — ve =0, (6.2.233) 
u(x, 0, 0) =cosx, 42 (x, 0, 0) =0; (6.2.234) 
0 
порядка г 
ди ди 0?и 
ди — диз 
u(x, 0, 0) =0 aT, (x, 0, 0) = — т. (x, 0, 0). (6.2.236) 
Решение задачи (6.2.233), (6.2.234) имеет вид 
и, = A(T,) ei “-То + А(Т)е-й“-Та,, (6.2.237) 
причем 
Ave 


oe 
Подставив это решение задачи для нулевого порядка в (6.2.235), 


получим 


дит OA aA 


д? 
т + a — 9; i op ee T er, ae To) + 


4+2AA + Areti e-To) + Are-21 2-70), (6.2.938) 


Правая часть полученного уравнения содержит слагаемые, кото- 
рые порождают вековые члены. Такими слагаемыми, кроме чле- 


290 Гл. 6. Метод многих масштабов 


нов, содержащих exp[-+i(x—T,)], являются члены, пропорцио- 
нальные ехр [-+ 21 (х—Т.,)]. Для того чтобы отношение и, /и, было 
ограничено при всех Т,, названные слагаемые должны быть 
исключены. Однако нет способа, с помощью которого это можно 
сделать. В предыдущих примерах подобные слагаемые были 
пропорциональны ехр [-= i(x—T,)], и коэффициент А выбирался 
так, чтобы исключить их. Если в рассматриваемом случае мы 
хотим получить нетривиальное решение, то коэффициент А можно 
выбрать таким образом, чтобы исключить слагаемые, пропорцио- 
нальные exp[+i(x—T,)]. Получающееся при этом разложение 
содержит вековые члены и, следовательно, не является пригод- 
ным для больших времен. 

Разложения для волн без дисперсии, пригодные при больших 
временах и начальных условиях общего вида, были получены 
в п. 3.2.4 и 3.2.5 с помощью метода координатных преобразо- 
ваний. 


6.3. Процедура разложения по двум переменным 


6.3.1. Уравнение Дюффинга 
Вновь рассмотрим уравнение 


аи 2 м 
Far + ou + eu aah (6.3.1) 
Будем предполагать, что существует разложение вида 
и== Но (E, т) ви, (ЕЁ, м) +e, (6, n)+..., (6.3.2) 
где 
E=et, yn=(l+e720,+630,-+...)f¢. (6.3.3) 


Подставив (6.3.2) и (6.3.3) в (6.3.1) и приравняв коэффициенты 
при одинаковых степенях &, получим 


07 tly р 0 4 

бт. Wolly =, (6.3. ) 

Oru, 9? 

sat + wu, 2 = 5% — из, (6.3.5) 
2 


2 2 
Far + lls = — Laps — де. — 2a, 9% Зи, (6.3.6) 


Общее решение уравнения (6.3.4) имеет вид 
и, = A, (5) cos вом + B, (8) sin wn. (6.3.7) 
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С учетом его уравнение (6.3.5) примет вид 
о + Фи, = — | 20.8: + a (As + АьВЗ | COS M,N] + 

К [20,43—4 (В + ARB.) | sin @h— 


— + (A3—3A,B?) cos 30,1 + 


+ + (Bi—3A3B,) sin 30,0. (6.3.8) 

Вековые члены будут исключены при условиях 
2, В: +> (А3-- А.В) =0, (6.3.9) 
20,A,—+ (B3-+ ABB,) =0. (6.3.10) 


Умножая (6.3.9) на By, а (6.3.10) —на A, и складывая получаю- 
щиеся уравнения, получаем 


(А+ Bi) =0, или A?+B2=a=const. (6.3.11) 


Используя (6.3.11), можем записать уравнения (6.3.9) и (6.3.10) 
в виде 


B,+0,4,=0, 4—в,Ву=0, (6.3.12) 
где 
3 


SS 2. 
01 == их 4%. 


Таким образом, 
A, =acos(a,E+9), В, =—азт(е +9). (6.3.13) 


Здесь ф— постоянная, Решение для и, после исключения веко- 
вых членов будет иметь вид 


и, = A, (5) cos oon + B, (Е) sin «ом + 
+ war (A (Aj—3A ыы COS ЗП — 
р (Bi—3AGB,) sin 3aqn. (6.3.14) 


Подставляя в и, и и; выражения для А, и By, получаем 
И, =ас0$0, (6.3.15) 


= А, (Е) с0$0 - В, (5) sin @ + -- 7 003 30, (6.3.16) 


292 Гл. 6. Метод многих масштабов 


где принято обозначение 
9 = от ®Е-ф. (6.3.17) 


Заменив и, и и, в уравнении (6.3.6) их выражениями (6.3.15) — 
(6.3.17), будем иметь 


о 3 + oju, = — (20,8; +748, —20,0,A, —aw? — 2aw,0§ + 
+ 


a’ cos 8— (—20, А; — 20, В, — a*B, т NST. 


1289 
(6.3.18) 
Вековые члены будут исключены ке условиях А, =В, =0 и 
2020, =—® 
о-в вот 2 
или иначе 
15 
= — ——; a’. 6.3.19 
а 25606 ( ) 


Следовательно, BO втором ры получим 


и=а с0$ (ot + 9) +, PR ease a es ), (6.3.20) 


где 
=F (oo в.) =F (во +20, о, +...) 1, 
ИЛИ 
j 15° 4 3 
O= Oy Ра. @ я at О (23). (6.3.21) 
3 


Это разложение вполне согласуется с разложениями, получен- 
ными в п. 3.1.1 с помощью метода Линдштедта — Пуанкаре, 
в п. 5.4.1 —с помощью метода усреднения и в п. 6.2.1 —с по- 
мощью метода разложения производной. 


6.3.2. Осциллятор Ван-дер- Поля 


Вторым примером, рассматриваемым в этом параграфе, будет 
осциллятор Ре 


ии (1 — 12) 4%, (6.3.22) 


as 


который изучался в п. 5.4.2, 5.7.4 и 6.2.2. Предположим, что 
функция и допускает следующее равномерно пригодное разложе- 
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ние Коул и Кеворкян [1963], Кеворкян [1966а]: 
и=иь (5, п) ам, (5, п) Е е?и, (5, n)t+..., (6.3.23) 
где переменные € и п определены в (6.3.3). Подставив (6.3.3) и 


(6.3.23) в (6.3.22) и приравняв коэффициенты при одинаковых 
степенях в, получим 


ae ++ ш =0, (6.3.24) 
bel ie Ежи — 9) 52, (6.3.25) 
(1—2) (5 ди +—= She 2) — Ol (6.3.26) 


Общее решение уравнения (6.3.24) имеет вид 
= А, (Ё) cos ч- B, (&) sin n. (6.3.27) 


С его учетом уравнение (6.3.25) примет вид 
ee ae + и = | 28; -- (1—2) В, cos -+ 
2 2 
fa [243— (1-28) А, | sin -- 
-:- + (Ai —ЗА.В5) sin 3y + + (B}—3A3B,) cos 3y. (6.2.28) 


Для Toro чтобы вековые члены отсутствовали, необходимо вы- 
полнение следующих условий: 


2 2 
— 2B, + (1—4) B20: (6.3.29) 


24;—(1 в д, 226} (6.3.30) 


Умножая уравнение (6.3.29) на B,, а уравнение (6.3.30) на Ay 
и вычитая из второго первое, получаем 


ив (1—4) =0. (6.3.31) 


Здесь о— квадрат амплитуды решения нулевого порядка, т. е. 
р =a? = Ау + Bo. (6.3.32) 
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Интегрируя уравнение (6.3.31) методом разделения переменных, 


получим равенство 
4 


ен 

+ (3=-! et 
ao 

в котором а, —начальная амплитуда. Выразив A, и В, через 


фазу ф и амплитуду а, получим 
A,=acosg, В, =—азтф. (6.3.34) 


а? = (6.3.33) 


Подставив эти выражения в одно из уравнений (6.3.29) или 
(6.3.20) и используя (6.3.31), получим 


ф’=0 или ф==фФ, =соп$. (6.3.35) 
Следовательно, и, может быть записано в виде 
Uy =ас0$ (1-- Фо). (6.3.36) 


С учетом условий (6.3.29) и (6.3.30) решение уравнения (6.3.28) 
будет иметь вид 


u,=A, (5) cos(n+ Po) + В, (Е) sin (n+ Фо) — 85 п 3 (и- Фо). (6.3.37) 


Подставив ш и u, в (6.3.26), придем к следующему урав- 
нению: 
Oru? 


Garth, = | 28; + (14°) Ва + 200+ (1—Fa") a’ + 


+188 | CoS(n+ Фо) + | 24;—(1—Fa®) А, | эп (п + @,) + NST. 
(6.3.38) 


Для исключения вековых членов потребуем, чтобы 
28; —(1—44”) B,=20,a—a"+(1—Fa*)a’ +, (6.3.39) 
2А:— (1—4 4*) A; =0. (6.3.40) 
С помощью (6.3.31) и (6.3.32) эти уравнения примут вид 
2B, ——= В, = 2а (в, +16 )— (Bo —z)a, (6.3.41) 


4—1) 4, =0. — (6.3.42) 
Решениями полученных уравнений являются функции 
Bia (o, +i5)8- Ба-- зата—ай, (6.3.43) 


A, =а,а*е“*, | (6.3.44) 
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rye а, и 6, — постоянные. При Ё-+оо имеем Ё + < иа-—2. 
Поэтому отношение и,/и, при & —+ со будет неограниченным, если 
только не выполнено условие 


о =— 1. (6.3.45) 


Во втором приближении, и будем иметь 
и = (а -- ваза, е-“) cos [( 1 т 58) t -- $ | — 


в. sin | (1—age" ) £44 | ++ 


+g sin3 | (1—5°*)ё+$ | \+0(9), (6.3.46) 


где 
(6.3.47) 


2 
fp ge . 
V '+(4-1) eet 

ao 


Отождествив а, © а, -|- га3а., заметим, что полученное разложе- 
ние полностью согласуется с разложением (6.2.38), полученным 
с помощью метода разложения производной. 


6.3.3. Устойчивость треугольных точек в эллиптической ограннченной задаче 
трех тел 


Вновь рассмотрим задачу о параметрическом резонансе, кото- 
рая была исследована в п. 6.2.6 с помощью метода разложения 
производной. Математическое описание задачи дается соотноше- 
ниями (3.1.63) —(3.1.65). Чтобы с помощью процедуры разложе- 
ния по двум переменным найти равномерно пригодное разложе- 
ние в окрестности переходных кривых, следует воспользоваться 
масштабами времени, отличными от (6.3.3). Подходящими масшта- 
бами времени являются следующие: 


Е =(е- ое +...){, nt. (6.3.48) 

Будем предполагать, что х и у допускают разложения вида 
x =Xo (5, n)+ex, (E, n) + eX, (E, n) -- $9 (6.3.49) 
у=у ($, М) еу, (&, п) { е*у, (Е м)+.... — (6.3.50) 


Алгебраические детали построения решения здесь не приводятся. 
Подробности, связанные с решением первого порядка, будут 
такими же, как в п. 6.2.6 при E=7, и n=7,. Читателя, инте- 
ресующегося деталями решения второго порядка, отсылаем 
к Олфренду и Рэнду [1969]. Их результаты полностью согласу- 
ются с результатами, полученными в п. 3.1.5 с помощью метода 


Уиттекера. 
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6.3.4. Ограничения рассматриваемой методики 


Приведенные выше примеры показывают, что при подходя- 
щем выборе двух переменных результаты, полученные с помощью 
процедуры разложения по двум переменным, согласуются с ре- 
зультатами, полученными с помощью метода разложения произ- 
водной. В некоторых случаях для получения равномерно при- 
годных разложений необходимо использовать более двух пере- 
менных. Такая ситуация имела место в задаче о движении 
спутника вокруг малой планеты в ограниченной задаче трех тел 
Экштейн, Ши и Кеворкян [1966а] и в задаче о движении искус- 
ственного спутника, период обращения которого соизмерим 
с периодом вращения планеты Ши и Экштейн [1968]. 

В случае гиперболических уравнений рассматриваемая мето- 
дика, так же как и метод разложения производной, применима 
только к волновым задачам с диспергирующими волнами. В зада- 
чах, в которых дисперсия отсутствует, подобных задаче, рассмот- 
ренной в п. 6.2.10, этот метод не позволяет получать реше- 
ния. 


6.4. Обобщенный метод 
6.4.1. Уравнение второго порядка с переменными коэффициентами 


Рассмотрим следующую частиую задачу второго порядка 
(Найфэ, [1964], [1965b}): 


ху =0, (6.4.1) 


у (0) =а, y(l)=p, (6.4.2) 


которая изучалась в п. 4.1.3 и 4.2.2 с помощью методов сращи- 
вания асимптотических разложений и составных асимптотических 
разложений. Из рассмотрений п. 4.1.3 следует, что точка x =0 
является источником неравномерности прямого разложения. Раз- 
меры области неравномерности определяются равенством x =O (2). 
Для исследования этой задачи с помощью метода сращивания 
асимптотических разложений рассматривалось внутреннее разло- 
жение, пригодное для x =—O(e) и использующее внутреннюю пе- 
ременную 1=х/в. Это внутреннее разложение сращивалось с 
внешним и затем строилось составное разложение, которое и яв- 
лялось равномерно пригодным разложением. 

Чтобы получить равномерно пригодное разложение с помощью 
обобщенной разновидности метода многих масштабов, введем 
в рассмотрение масштабы 


Ех, (6.4.3) 


& 


a, fees + а, (X) + д, (4), (6.4.4) 
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где функции g, будут определены в процессе вычислений. Потре- 
буем выполнения равенств 2. (0) =5;(0) =0. Тогда при х—0 
будем иметь 2. (х)—+х, и, следовательно, | будет стремиться 
к внутренней переменной х/=. Производные по переменной х пре- 
образуются в соответствии с равенствами 


_ 4 9. 


= т +7, (6.4.5) 
dq? 20 , д о oan 
wa |Z at + det on te ae mae tar (6.4.6) 


С помощью введенных переменных уравнение (6.4.1) примет вид 


go , | £o ” ду 
в (иен +...) Ниче (> + Bit eat. > one 
0 ; : y dy 
2% (2 ие. emt? ae 
+ (241) | (@ иен...) # | +240. 6.4.7 


Здесь штрихом обозначено дифференцирование по аргументу. 
Отметим, что переменную х, встречающуюся в уравнении (6.4.1), 
мы заменили на &; именно выражение 2x-+ 1 записано в виде 
2Е- 1. Кроме того, функции g, и их производные выражены 
через переменную Ё. Предположим теперь, что решение уравне- 
ния (6.4.7) допускает равномерно пригодное асимптотическое 
представление вида 


М-1 
y= Феи, (Е, 0) +0(=^), (6.4.8) 
в котором выполнено 
in < оо (6.4.9) 
Yn-1 


для всех §=x и n= (xX; &), где х принимает значения из инте- 
ресующей нас области. Последнее условие является математи- 
ческим выражением того факта, что разложение (6.4.8) регу- 
лярно во всей рассматриваемой области. 

Подставив (6.4.8) в уравнение (6.4.7) и приравняв коэффи- 
циенты при одинаковых степенях в, получим следующие ypaB-- 
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нения относительно Yo, И, И Yo: 


| eo 54? + (28+ 1) Fo] i =0, (6.4.10) 


; OY 
[eo FH + (28+ 1) AY] go +266 ке [ФНО | SO + 
+ (26+ 1) Bt 2-0, (6.4.11) 


Е oS + (25 +1 ian St +(e? + 2gigs) SH + 
ева (25 + 1) &:] => fay 


$ д 
+2 + 2g; on + FE + (e+) H А ya 0. (6.4.12) 


Поскольку при x—+O выполнено в. (х)—+х, то 6,50. Поэтому 
решение уравнения (6.4.10) запишется в виде 


Yo = А (5) + By (E)e-¥ 9, (6.4.13) 
где принято обозначение 


ЕЕ. (6.4.14) 


5 
Уравнение (6.4.11) тогда примет вид 
д? д я , ий 
(ета в = — (028+ 1) A +240] — {89 Bon + 
‘f—2g; (Boi)! + ФЕ 1) ВЕ еб aia’) Ве. (6.4.15) 
Решением полученного уравнения является функция 


ee a, 
tale Ву п” — 28 (Bor)’ ЕВ 


— (2 — 75% + £0817") Bo — Ву] п} eam, (6.4.16) 


Для того чтобы отношение у,/у, было ограниченным при всех 4, 
коэффициенты при 1, 1е-\ и т?е-7 должны обратиться в нуль, 
т. е. должно быть выполнено 


(2E + 1) A, +2A,=0, (6.4.17) 
By’ =0, (6.4.18) 
2%% (Boy)’ — (26+ 1) В, — (2 — ув + в") В, — Bogoy’ =0. (6.4.19) 
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Общее решение уравнения (6.4.17) имеет вид 


A=s 7; (6.4.20) 


где а, — постоянная. Поскольку у, а следовательно, и и, удовлет- 
воряют двум граничным условиям, то имеем В,==0. Тогда из 
уравнения (6.4.18) получаем 


7’ =0. (6.4.21) 


Таким образом, у— постоянная, которую без потери общности 
можно взять равной единице. Из соотношения (6.4.14) будем иметь 


=. (6.4.22) 


Здесь использовано условие д, (0)=0, которое отражает то об- 
стоятельство, что неравномерность имеет место в окрестности 
точки Ё=0. Уравнение (6.4.19) запишется в виде 


В. — giB, =0. (6.4.23) 
Решением этого уравнения является функция 
B, =6,e% ©), (6.4.24) 


где 6, — постоянная интегрирования. Таким образом, в первом 
порядке имеем 


Or ET + b,e8 (е- [во (8)/e] ~ 21 (8) +0 (=) = 


= eT been 8 +O (=). | (6.4.25) 


Поскольку функция g,(§) независимо от ее значений не входит 
в полученное разложение, то без потери общности можно поло- 
жить g, =0. 

Проведенные выше рассмотрения показали, что величина 
должна быть постоянной. Не теряя общности, мы положили ее 
равной единице. В показателе экспоненты (см. (6.4.13)) величина у 
умножается на 1. Поэтому при не постоянном у производная 
по Ё будет содержать члены, пропорциональные степеням 1, из-за 
которых отношение у,/у, будет неограниченным при 1 —*+ oo. Сле- 
довательно, в подобной ситуации можно с самого начала поло- 
жить y равным единице. Кроме того, чтобы получить условие 
ограниченности у,/у, для всех т, нет необходимости решать урав- 
нение (6.4.15). Для этого достаточно, исследовав уравнение (6.4.15), 
потребовать обращения в нуль тех членов, которые порождают 
частные решения, дающие неограниченное отношение Y,/Y. К чле- 
нам указанного типа относятся все члены, пропорциональные 
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решениям однородного уравнения. Поскольку решениями одно- 
родного уравнения являются е_\" и 1, мы и потребовали выпол- 
нения условий (6.4.17) и (6.4.19). 

Для отыскания второго приближения положим в, =0, p= 1 
и, подставив выражения для Yo, Y, и g, в (6.4.12), получим 


(ее и Jeet = — (QE +1) AL +24, + А [Bi— Boga] е-". 
(6.4.96) 


Ray! 
Для ограниченности у.,/у, при всех п необходимо выполнение 
условий 


(QE 4.1) ЕЕ (6.4.27) 
Bi — Bigs =0. (6.4.28) 


G учетом (6.4.20) получим следующее решение уравнения (6.4.27): 


А, = 


29 


ET + Е, (6.4.29) 


где а —постоянная интегрирования. Условию (6.4.28) можно 
удовлетворить, положив 


В: -=0, 20. (6.4.30) 


Тогда будем иметь 
В. =o, ©, ==601056, (6.4.31) 


где 6, —постоянная интегрирования, а g, ==0, поскольку g, (0)=0. 
Таким образом, во втором приближении у задается равенством 


evs - [(х2+х/е | 
у 1+-2x + bee + 


2 
ae | rear rear Неа the evel +0 (=). — (6.4.32) 


Наложив граничные условия у (0) =@и y(1) =f, получим а=З3В, 
b, =&— ЗВ, а, = — 28/3, 6, = — 168/3. Соотношение (6.4.32) запи- 
шется в виде 


3 с 
Y= i wet (a — ЗВ) en7l& +xyVel_ 


2p eo ORs х2+хие 
— за (2) (2 +2 © Be- UC | --О (=?). (6.4.33) 


Разложив г-““/®) при малом х*/е, заметим, что разложение (6.4.33) 
согласуется с разложением (4.2.50), полученным с помощью 
метода составных разложений. Таким образом, в отличие от метода 
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сращивания асимптотических разложений, в котором строятся 
два разложения, подлежащих сращиванию, метод многих мас- 
штабов задает единственное равномерно пригодное разложение. 


6.4.2. Общее уравнение второго порядка с переменными коэффициентами 


В качестве второго примера рассмотрим задачу (Кокран [1962], 
Найфэ [1964], [19655] 


ву" а (х) у’ +(x) у=с(х), (6.4.34) 
y(0)=a, и(1)=В, (6.4.35) 


где на интервале [0, 1] выполнено a(x) > 0. Случай, когда a(x) 
обращается в нуль внутри интервала [0, 1], называется задачей 
с точкой ветвления. Задачи с точкой ветвления кратко рассмотрены 
вп. 6.4.4 и подробно —в п. 7.3.1 —7.3.9. При с ==0 данный при- 
мер переходит в пример, рассмотренный в п. 4.1.3 с помощью 
метода сращивания асимптотических разложений. 

Поскольку имеем а(х) > 0, то неравномерность имеет место 
в окрестности точки х=0. В п. 4.1.3 мы ввели в рассмотрение 
внутреннюю переменную х/ё и определили разложение, пригод- 
ное в области х=0(=), которое затем было сращено с внешним 
разложением. Чтобы найти равномерно пригодное первое при- 
ближение с помощью метода многих масштабов, предположим, 
что у допускает асимптотическое разложение вида 


Y= Yo (5; 1) + ey, (5, 1) sees (6.4.36) 
где 
5=х 1=®, g(xy—x при х—0. = (6.4.37) 


Подставив (6.4.36) и (6.4.37) в уравнение (6.4.34) и приравняв 
нулю коэффициенты при =°и =!, получим 


Ё о  а(5) 9 | = =0, (6.4.38) 
[еб рака | g' +297 THe 4g Me +0 (b) 4-0 (E) yo=c (8). 


(6.4.39) 


Функции a(x), b(x), c(x) и g(x) выражены здесь через пере- 
менную &. 

Поскольку &==0, то общее решение уравнения (6.4.38) 
имеет вид 


№=А(+В (64.40) 
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где 
y=". (6.4.41) 


Из рассмотрений предыдущего пункта следует, что Y должна 
быть постоянной; в противном случае производные по & порож- 
дают в (6.4.39) члены, пропорциональные \”|, и как следствие, 
отношение иу./у, становится неограниченным при y— oo. Для 
равномерно пригодного разложения без потери общности можно 
положить \=1. Тогда, учитывая, что при х—+0 выполнено 
8 (х) —+х, получим 
x 


= a(t) dt. (6.4.42) 
0 


Подстановка у, в (6.4.39) приводит к уравнению 


9? 9 , ' ‘pr и = 

(5 Sh) = =— [aA +-bA—c)+[g'B'+-(g"—b) В] е-". (6.4.43) 

Чтобы отношение #,//, было ограниченным при всех п, потребуем 
выполнения условий 

aA’+bA=c, (6.4.44) 

og’ B’ +(g"—b) B=0. (6.4.45) 


Решениями этих уравнений являются функции 


- Гоа ла em, [одела 
Ase! a+ {28 %|, (6.4.46) 


a(t) © 


x 
bo fw (€)/a (t)] at (6.4.47) 


a (x) Е ? 


B= 


где Qo, b, — постоянные интегрирования. 
В первом приближении у задается равенством 
x т 
- Гобувсла х ева ила 
> 1 1 
y =e a+ ae е ат | -- 
1 


< 


x : 
bq t)j)dt ~-e7~! t) at 
be п (Hand о [aw (6.4.48) 


и +0 (2). 


а (х) 


Пределы интегрирования в (6.4.46) и (6.4.47) выбраны так, чтобы. 
постоянные а, и 6, просто выражались через параметры граничных 
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условий (6.4.35). Так, а, =В, а 


т 
f ova dt 
1 


aaa в ка 


b, =а (0) | &—е ! ат? dt|{. (6.4.49) 


Разложение (6.4.48) представляет собой составное разложение, 
которое согласуется с внутренним и внешним разложениями, 
полученными в п. 4.1.3 для внутренней и внешней областей 
соответственно. Записав формулу (6.4.48) для частного случая 


a(x)=1+2x, 6(х)=2, c(x)=0, (6.4.50) 
рассмотренного в ра пункте, получим 


у = oe | (a — 3B) e-L?+*V/e1 +. 0 (e). (6.4.51) 


Здесь учтены равенство а, =В и соотношение (6.4.49). Получен- 
ное разложение вполне согласуется с первым членом разложе- 
ния, выведенного в предыдущем пункте. 


6.4.3. Линейный осциллятор с медленно меняющейся 
восстанавливающей силой 


Оба рассмотренных выше примера могли быть исследованы 
как с помощью метода многих масштабов, так и с помощью 
метода сращивания асимптотических разложений. Ниже рассмот- 
рим пример, который не поддается исследованию с помощью 
последнего из указанных методов; именно, рассмотрим уравнение 


У +b (ex) у =0, (6.4.52) 


в котором В (2х) 5=0 и =—малый параметр. Чтобы получить раз- 
ложение, равномерно пригодное для больших x, предположим, 
что у допускает асимптотическое разложение вида 


y=, nN) -+ ey, (Е, п -..., (6.4.53) 
где 


ee (6.4.54) 


Такой выбор масштаба п обусловлен тем, что частота колебаний 
будет удовлетворять условию: w = (dy/dx) =g’ (&) =O (1). Подста- 
вив (6.4.53) и (6.4.54) в уравнение (6.4.52) и приравняв нулю 
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коэффициенты при e° и в, получим 


> ar +6 (8) % =0, (6.4.55) 

g’ 0 n O ‚ 0 
ae re Fe + 2g" He =0. (6.4.56) 

Общее решение уравнения aun имеет вид 
Yo =A (Е) e+ В (&)е-й", (6.4.57) 

где 
__6 (5) 

ТЕ. (6.4.58) 


В предыдущих двух пунктах было показано, что для получения 
разложения с ограниченным при всех 1 отношением Y,/Y, следует 
положить у=1. Таким в 


= | Vo dt. (6.4.59) 
0 
Подставив у, в (6.4.56) и помня, что p= 1, получим 
($4 wa +4.) a” = ~i(g’A + 2g'A’) e +i (g"B + 2g’B’) е-". (6.4.60) 


Для ограниченности y,/Y, при всех y потребуем обращения 
в нуль коэффициентов при ехр(- М) в правой части (6.4.60): 


g’A+ 28" А’ =0, (6.4.61) 
g'B+ 20’ В’ =0. (6.4.62) 
Решения этих уравнений имеют вид 
А= в, В = by ; 6.4.63 
Ve “УР coe 


где а, и В, —постоянные интегрирования. 
- При b(ex) > 0 имеем для y 


|4 ссз( г ИБ at )+b,sin ( (Vow «| +06. 
0 0 


(6.4.64) 


| 
ой УС 
где а, и В, — постоянные. При В (вх) < 0 имеем 


г 1 x tae orcs 
Soo 0 a —b 
y oem exp (e sue (é) dt) + 


+6, exp(— e7 | ЕВ | +00. (6.4.65) 
б 
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Разложения (6.4.64) и (6.4.65) называются ВКБ-приближениями 
к решению уравнения (6.4.52) (см. п. 7.1.3). 

Очевидно, что эти разложения непригодны в окрестности 
точки, в которой функция 6(ех) обращается в нуль. В самом 
деле, при стремлении х к нулю функции Ob (ex) полученные разло- 
жения стремятся к бесконечности. Нули функции 6 (ex) называются 
точками возврата и подробно рассмотрены в п. 7.3.1—7.3.9. 
Один пример с точкой возврата исследован в следующем пункте 
с помощью метода многих масштабов. 

Замена переменной х на переменную Ё в уравнении (6.4.52) 
дает 


4? 1 
да + М6 (®у=0, h= = (6.4.66) 


Полученная задача содержит болыной параметр A. Таким обра- 
зом, приближение, построенное выше, применимо также и к этой 
задаче. 


6.4.4. Пример с точкой возврата 


Рассмотрим задачу 
У + (1—x) F(x) y =9, (6.4.67) 


где ^ —болышое положительное число, |(х)— регулярная поло- 
жительная функция. Положив в (6.4.64) и (6.4.65) 6 (ef) =(1—x)f(x) 
и а =A7!, можно увидеть, что при x > | ВКБ-приближение стре- 
мится к бесконечности. Чтобы построить всюду пригодное разло- 
жение с помощью метода многих масштабов, определим сначала 
степень неравномерности. Перейдя с этой целью в уравнении 
(6.4.67) к переменной €=(1—x)A’, v > 0, получим 


Ati САУ) 20: (6.4.68) 


При А со получим следующие предельные уравнения в зави- 
симости от значения %: 


a 2 
qe =0 при V Pes 
2 
у=0 при veg, (6.4.69). 
4? 2 
gti(lty=0 при у=з. 


Подходящим является последнее уравнение, поскольку его ре- 
шение имеет экспоненциальный характер при € <0 (т. е. при 
х> 1) и колебательный характер при &> 0 ст. e. при x < |). 
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ee 


Таким образом, OHO может быть использовано для соединения 
решений (6.4.64) и (6.4.65) при прохождении через точку возврата. 

Итак, предположим, что решение уравнения (6.4.67) допус- 
кает асимптотическое представление вида (Кокран [1962]; Hats 
[1964], [19656]; Фаукес [1968, часть I]) 


у = уо (5, м) +A-7%y, (6, м) +..., (6.4.70) 

где 
6=х, q=MPg(x)+..., (6.4.71) 
в (х) =(1—х) 1 (х), A(x) >0. (6.4.72) 


Функции независимой переменной х, встречающиеся в (6.4.67), 
отнесены к переменной Ё. Исключение составляет выражение 
| —х, которое обусловливает неравномерность; оно заменено на 
и. С и: сказанного уравнения (6.4.67) примет вид 


1g ng Fa FM к дет +! 5’ емо ny=0. (6.4.73) 


Подставив (6.4.70) в sane и приравняв нулю коэффициенты 
при А^/? и AR, и 


g” oe О NYo= 0, (6.4.74) 
оз бт 4 £@) 08% | иди 
те НЕ) 1 +28" Gan +k oy =0. (6.4.75) 


Общее решение уравнения (6.4.74) имеет вид 
= А (8) 152 13 [у (8) 13/2] + В (&) 2d ил» [у (&) 0°27], (6.4.76) 
где /..‚.—Функции Бесселя порядка +1/3, a 


20 9 ae 
Уз [65]. хо 


Из рассмотрений п. 6.4.1 и 6.4.2 следует, что для ограниченности 
отношения Y,/Y) при всех NH следует положить у=!. Имеем по- 
этому 


g’ (5) #1”? (5) =— (FQ). (6.4.78) 
При этом знак минус в (6.4.77) выбран для того, чтобы выпол- 


нялось A(x) >0. Помножив обе части уравнения (6.4.78) на 
(1 —Е):/2, получим 


gig’ = — 3—9 FOL 
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Поскольку & (1) =0, имеем 
got =— | ((1—t) fF (#)]*? dt. (6.4.79) 
1 


При известном у, и p=1 уравнение (6.4.75) принимает вид 


= 5, [(2e" A’ + А) Wd уз (3/2) + (2g’ BY + g"B) nd _ 4 /3(9/*)). 
(6.4.80) 


Чтобы отношение и,/у, было ограниченным для ECeX и, правая 
часть уравнения (6.4.80) должна обратиться в нуль, т. е. должно 
быть выполнено 


22’ А’ "А =0, 


2¢’B' + 2"B =0. (6.4.81) 
Следовательно, 
A=, В-ут, | (6.4.82) 
где а, 6-— постоянные интегрирования. 
Таким образом, в первом приближении имеем 
Yq и ай а (Ав) + bd нее] +... (6.4.884) 


где а, и В, — постоянные. При x—>1 имеем 
gy [310 а—» 
и, следовательно, 
yr (1x9) ad, [SAVED (1 — xe] + 
Spey ty. [Ss AVIMO—x*4] \ 4. .... (6.4.836) 


Здесь a, и — постоянные. Поскольку при t->0 имеем 


Jy(f)=t%+0(t%), 


то решение (6.4.836) будет ограниченным при х- 1. 
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6.4.5. Уравнение Дюффинга с медленно меняющимися коэффициентами 


Ниже рассмотрим уравнение 
а? ‘ 
Fatal’) u+B ut =0, (6.4.84) 


где принято 
Ee, 6 


Кузмак [1959] изучал асимптотические решения этого уравнения 
с помощью метода многих масштабов. 

Если a и р— постоянные, то решение уравнения (6.4.84) вы- 
ражается в эллиптических функциях Якоби, т. е. представляется 
в одном из видов: 


и=Азп (КЕ, v), Acn(Kt,v), Adn(Kt, У). (6.4.85) 


Здесь у— модуль, К (у) — полный эллиптический интэграл. При- 
веденные функции удовлетворяют дифференциальным уравнениям 


Е = (1 —sn?) (1 — v? sn’), (6.4.86a) 
Е * = (1— сп?) (1—5 +  сп?), (6.4.866) 
| * (1 —dn®) (v?—1 +n’), (6.4.86в) 
где t=Kt. Дифференцируя обе части в (6.4.86), получим 
f+ (1 + 2) за — 29 518 =0, (6.4.87a) 
A 4 (1—2v) en + 2véen® = 0, (6.4.876) 
oo 4 (vt—2) дп- 2 91*=0. (6.4.87в) 


Поскольку рассматриваемые эллиптические функции затабулиро- 
ваны для значений O<v <1, выразим решение через одну из 
этих табулированных функций. 

Если a и В— не постоянные, а медленно меняющиеся функ- 
пии, то будем предполагать, что решение зависит как от мед- 
ленного масштаба времени &= ef, так и от быстрого масштаба 
времени #. Кроме того, в первом приближении решение может 
быть выражено в виде (6.4.85), где А = A (E), К =К (&) иу=\(5). 
Таким образом, в случае медленно меняющихся коэффициентов 
будем полагать 


и=и, (8, 1) - ги, (5, п) +.-., (6.4.88) 
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где 
а , 
= --... или МЕ’ (f+. 


Решение этого вида отличается от решения, построенного Куз- 
маком, в котором предполагалось т == д” (§)¢. Подставив (6.4.88) 
в (6.4.84) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях а, 
получим 


а р © 1% (E)u, В (Е) ut = (6.4.89) 


t oh ’ 92 „д 
д"? er (E) м, +36 (Е) изи, = —2g or 8 ate (6.4.90) 


В качестве решения уравнения (6.4.89) возьмем одну из эл- 
липтических функций (6.4.85), скажем, sn. Таким образом, 


= A(&)sn[n, v(8)]. (6.4.91) 


Следовательно, отношение U,/A должно удовлетворять уравнению 
(6.4.87а) при ц=т, т. е. 


т 2? (&) 
air НИ НУ" (8)] ш— язь № =0. (6.4.92) 


Для того чтобы уравнения (6.4.89) и (6.4.92) совпадали, должно 
быть выполнено 


[1+ v? (5)] =** (©) = (5), (6.4.93) 
2%? (E) 8” (5) = — B (5) А* (5). (6.4.94) 


Эти равенства представляют собой два соотношения между вели- 
чинами А (=), v(&) и 2(5). Третье соотношение определяется из 
условия ограниченности отношения и,/и, при всех т, которое 
необходимо для того, чтобы (6.4.88) было равномерно пригодным 
асимптотическим разложением. 

Дифференцируя (6.4.89) по \, получим однородную часть 
уравнения (6.4.90). Следовательно, ди./ду является решением 
однородной части уравнения (6.4.90). Чтобы отношение и, /и, было 
ограниченным при всех п, неоднородная часть в (6.4.90) должна 
быть ортогональной решению однородной части, т. е. должно 
быть выполнено 

Гор д ди | ди 
t ” 
{ [ее += #5 2 dn =0, (6.4.95) 
Ц 
причем зп (\., v)=0, а Т — период функции зп (1, v) по перемен- 
ной 1. Это условие является обобщением условия исключения 
слагаемых, порождающих вековые члены. Уравнение (6.4.95) 
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можно переписать. в виде 


+7 
AG 9 ( (ве |=o, 
Th 


откуда имеем 
tT 


5’ (Е) \ (32) dy = const. (6.4.96) 
Th 
Поскольку up=Asn(H, Vv), то т, можно положить равным 
нулю, а Т =4К, где К —следующий полный эллиптический ин- 
теграл второго рода 


ах 


K=\ панда (6.4.97) 
0 


Подставляя в (6.4.96) выражение для и. из (6.4.91), получим 


g’ (5) А (Е) Liv? (5)] =e, (6.4.98) 
где с— постоянная, а 
К 
at Е 
г=} (5) 9 -} df, (6.4.99) 


причем €=sn(n, v). Используя (6.4.86а), можно выразить L 
в виде 


1 
=( VIP) Tv) at 
0 


ИЛИ 
Px (1+ v2) Е v)— (1 —v?*) К (v) , (6.4.100) 


3v2 


Здесь Е (у) следующий полный эллиптический интеграл пер- 


вого рода 
Е (у) = И т (6.4.101) 


Условия (6.4.93), (6.4.94) и (6.4.98) дают три соотношения 
для определения A(&), v(§) и 2' (Е). Разрешая (6.4.93) относи- 


тельно 5’, получим 
‚ a (2) 
“(= V 8. (6.4.102) 


42 


14 


Shs ete ee Be ee ee eh ee 


ee ce rm ee es ee ee ee oe ee 


Puc. 6.2. 
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Исключая &’ из (6.4.93) (6.4.94) и разрешая относительно А, 
получаем 


_ / ая _ 
BAG) = Ия ВПТ. (6.4.103) 


Возведя (6.4.98) в квадрат и подставив значения g’ H А из 
(6.4.102) и (6.4.103), получим 


4v4 (©) 22] _ св (©) 
ПР - ==. (6.4.104) 


Используя последние три соотношения, можем вычислить сна- 
чала v(&) из (6.4.104) и затем &’и А из соотношений (6.4.102) 
и (6.4.103). График решения уравнения (6.4.104) был построен 
Кузмаком и приведен на рис. 6.2. 

В зависимости от знаков @(&) и B(§) имеют место три раз- 
личных случая: 

(1) a(&) >0, В (5) < 0. В этом случае имеем о >> 0, а из урав- 
нения (6.4.94) видно, что y=v?(§) > 0. Следовательно, кривая, 
соответствующая ‘YY, лежит в первом квадранте. Решение для у 
существует при условии 0 «о < 2/9. В точке &,, удовлетворяю- 
щей условию р (Ё,) = 2/9, асимптотическое решение теряет свой 
колебательный характер. При условии о > 2/9 или а(Ё) <0и 
8 (Е) <0 уравнение (6.4.89) периодических решений не имеет. 

(2) a(&) > 0, В (5) > 0. В этом случае имеем р > 0, а из (6.4.94) 
следует, что у< 0. Следовательно, кривая, соответствующая у, 
лежит в четвертом квадранте. Решение для у существует при 
0<p <oo. 

(3) а (Е) <0, B(&) > 0. B этом случае имеем р < 0, a из (6.4.94) 
следует, что у< 0. Следовательно, кривая соответствующая уф, 
лежит в третьем крадранте. Решение для y существует при 
—o<o< — 4/9. 

Поскольку эллиптические функции и интегралы обычно зата- 
булированы для действительных значений V на интервале 0 < у <, 
то в случаях (2) и (3) предпочтительнее выразить колебательные 
решения через функции сп (1, у) и 4п (1, у). 


6.4.6. Дииамика входа 


Движение тела с переменным вращением вокруг собственной 
оси, подверженного при входе в атмосферу действию нелиней-. 
ных аэродинамических сил, имеющего малое смещение центра 
тяжести и аэродинамическую асимметрию, описывается уравне- 
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ниями (Найфэ и Сарик [1972а]) 


Е a p&+ wi =eKelo+oo + yf EP E+ ар Е и, | Е РЕ ley, Е + 
ЕВЕ, (6.4.105) 
ет (6.4.105) 


р = =, + г а - e*v,p, а = пп {Een fo}, (6.4. 107) 


Здесь §€=B-+ia, |Ё|-— синус полного угла атаки, р— угловая 
скорость вращения, =К —амплитуда возбуждения с помощью 
аэродинамической асимметрии, =— малая, но конечная величина, 
имеющая порядок синуса начального полного угла атаки. Вели- 
чины We, А, y, Ц, Х; и У; являются медленно меняющимися 
функциями времени, Ги /,— постоянные. 

При отсутствии затухания и нелинейных членов (т. е. при 
}=в:=х;==0) решение уравнения (6.4.105) для постоянных р, 
К и ®, имеет вид 


ek 


aa 1 #021 
а о ET TTT 


е\Ф+ Фо), (6.4.108) 


где A, и А, комплексные постоянные и 


iy gees (53) +08. (6.4.109) 


Частоты ® и ®, называются частотами нутации и прецессии. 
Для статически устойчивых тел (т. е. при 65 > 0) и положитель- 
ных р частота @, положительна, а ®, отрицательна. В зависи- 
мости от того, близко ли значение р к @, или нет, следует 
различать два случая. Первый случай, при котором вынужден- 
ный отклик стремится к бесконечности при р—+®., называется 
вращательным резонансом. До того как значения р приблизятся 
к ®,, затухание и нелинейные аэродинамические силы существен- 
но изменят отклик системы. Случай вращательного резонанса 
рассмотрен в данном пункте для К =e7k. Читателя, интересую- 
щегося нерезонансным случаем, отсылаем к Найфэ и Сарику 
[1972а]. 

Для нахождения приближенного решения уравнений (6.4.105)— 
(6.4.107) при po, будем использовать обобщенную разновид- 
ность метода многих масштабов. Заметим с этой целью, что 
экспериментальные данные о фактических полетах и численные 
расчеты движения тел с шестью степенями свободы выявляют 
существование по крайней мере четырех масштабов времени: 
медленного масштаба времени Т, =e°t, характеризующего изме- 
нение величин К, ©, VY, Vir XY и в и трех быстрых масштабов, 
характеризующих нутацию, прецессию и вынужденную состав- 
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ляющую угла атаки. Итак, будем предполагать разложения вида 


(2; г) =e8&, (Пи, Ns, Гз) - 23, (м, Ne, Ф, Г.) +... (6.4.110) 
p(t; =) =po(T2) +7. (M1, Ne, Ф, Ta) +---, (6.4.111) 


где 


1 / 
ai _«, oy, = Fle (В+ (6.4.112) 


здесь ©, (Т,) —частота нутации, , (Т,) частота прецессии. Про- 
изводные по времени в этих переменных преобразуются согласно 
равенствам 


а д 

п=%®: ой at x +¢e2?—— (6.4.113) 
a oi Bes a, оне 
ан ont sla aap TP ag Г? oars nae moa. 


Op д. dp д др д 
о a5 + © 5p др 2am, Bp TP Op Op | 


+ 26% + 25° о вар —9° р т 
i эт, 2 m,dT, РР agar, Omi 
dp 0, ., @ 
+8? т +e "aT, Op er (6.4.114) 
Подставив (6.4.110)—(6.4.114) в (6.4.105) и (6.4.107) и прирав- 
няв коэффициенты при одинаковых степенях &, найдем 
L(&,)=0, (6.4.115) 


OE 0 ‚ дЕ ‚ & 
1(Ф+Фо) — asl, И ier aga | 
L(E,) = kei (+ Fo) — 2% = Этот. 22 aT, mi oe oe 


45 Pols Be pone Ei + (ia + Pe] Es |? J(o, gu to, №: ge -)+ 
ть " (6.4.116) 
ОР | wg Lp Bee Po. aT, + Vo ТУР + Im (&е e-!%), (6.4.117) 


o; On, =. One 


Здесь использовано обозначение 
д 9 д \2 
+, + Po Se) — 
- Pol x д |] 9 2 
—t 7 (©, Fn; + Ong + Pose) + 0%. (6.4.118) 


Решение уравнения (6.4.115) имеет вид 
& =A, (T,) e™ + А, (T,) em, (6.4.119) 
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С его учетом уравнение (6.4.117) переписывается в виде 


др» др» ee - 
9, TOR + Poa 


м ее Vo УР + 
+, [@, sin(n, —@ a4 +a, зт (и, —$Ф-09,)], (6.4.120) 


roe A, =a,exp(i0,) с действительными a, и 9,. Поскольку 
р, = ®,, TO величина ,—@ является медленно меняющейся 
функцией времени. Будем считать ее функцией Т,. Далее, реше- 
ние уравнения (6.4.120) содержит члены, которые стремятся 
к бесконечности при \,, No или ф-—»ою (т. е. при t— oo), на- 
рушая тем самым наше разложение, если только не выполнено 
условие 


dpo 
a 


„Ро + Va, sin (п, —9 +9,). (6.4.121) 


При выполнении этого условия р, будет иметь вид 


ра = = cos (п, +0, —9Ф). (6.4.122) 


Ро — 


Зная &,, можем переписать (6.4.114) в виде 


L (E,) = Q,e™ + О ета (imp, + iy, + y) АА е! 2mm me) + 
- (юр, + ix, +7) Ay Ale! @m-m), (6.4.123) 


где 


Q,=—i (0, -0,) А, + 

+E {(Oyby + 4X1) + (—ip-+ Xo + ibs) + 

++ [—2iy + 2х, + (®, +O.) He] аз} Ay + Ref Ф+%-1. — (6.4.124) 
9, =i (0, —0,) F—i04A, + 


+b {(@ohy + X1) +L 2iy + 2х, + (@, + ,) We] Af+ 
+ (iy +%2 +h.) а} Ay. (6.4.125) 


Вековые члены в (6.4.123) будут исключены при условии Q, = 
=Q,=0. Полагая в (6.4.124) и (6.4.125) A, =a, exp (19) с дей- 
ствительными а, и 9,„, учитывая, что Q,=Q,=0, и разделяя 
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действительную и мнимую части, м. 


= = А,1а, + А, ›@1 + А, за, а? т @, sin Г, (6.4.126) 


т = hy. eee (6.4.127) 
i = Soar (a; + 2a) — а созГ, — (6.4.128) 
п a, (2 4). (6.4.129) 
Здесь принято обозначение 
Г=фЫ— 1, —6, 9, (6.4.130) 
[Pars Maes Aas] = [Фи +, -—Фь Фр, д», (®, +Os) He +240], 


© —@. 
(6.4.131) 
[А 1, Acer Лаз] = == [Obi + — 2, Фи, + Yor 
(@, Но,) и, + 2%.]. (6.4.132) 
Объединяя (6.4.128) и (6.4.130) и вводя параметр расстройки с, 
определяемый соотношением 


Po =, +80, 
получаем 


k 
© = (a? -++ 2a) + а, со$ Г. (6.4. 133) 


6.4.7. Задача о космическом корабле типа Земля — Луна 


Следующим примером будет одномерная задача о космическом 
корабле типа Земля —Луна, которая рассматривалась в п.2.4.2, 
3.2.2 и 4.1.7 и задается соотношениями 


dx\? 1— 


Если при малом и разложить ¢ по степеням xX, то полученное 
разложение будет иметь особенность в точке х-=|! и область 
неравномерности порядка 1!1—х —=0 (и). Таким образом, для на- 
хождения разложения, пригодного для всех х, методом многих 
масштабов введем две переменные (Найфэ [1964], [1965а]) 

1—х 

pb 

В этих переменных уравнение (6.4.134) примет вид 


И? (ЗЕ —и- а.) = +)“, (6.4.135) 


E=x, = 
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где все функции х считаются зависящими OT &, за исключением 
источника неравномерности, выражения |1—х, которое записано 
как функция 1 в виде им. Предположим теперь, что ¢ допускает 
следующее равномерно пригодное разложение: 


= (Е, М) ый (Е, п) из, (5, м) -.... (6.4.136) 


Подставив (6.4.136) в (6.4.135) и приравняв коэффициенты при 
одинаковых степенях и, получим 


= ; (6.4.137) 

Vo (‘а —5) = St, (6.4.138) 
ot 91 1 = n 3/2 

И? (=—5=) =1VE (=) (6.4.139) 


Общее решение уравнения (6.4.137) имеет вид 
И =А (&), (6.4.140) 


где А определяется из условия ограниченности отношения 7¢,/f, 
при всех 1. Решение уравнения (6.4.138) имеет вид 


—И2ь =— A) n+ ИНО Aresh УИ 24 Bi. 
(6.4.141) 


При |-—+ со равенство (6.4.141) переходит в следующее: 


— ИЗ = ИЕ А’ ТЕГ Ine У B+ 
+8(9-+0(1-*). (6.4.142) 


Таким образом, выражение для Ё содержит два члена, достав- 
ляющих особенность при | —+ со: это — слагаемое, пропорциональ- 
ное |, и слагаемое, пропорциональное 1п (1). Первое слагаемое 
может быть исключено при условии 


А’®=ИЬ A=ZE +a, (6.4.143) 


где а-— произвольная постоянная. Относительно второго члена 
заметим, что 1п (1) меняется медленно вместе с X H ML, хотя и 1 
является быстрой переменной. Поэтому этот член должен быть 
выражен через переменную &, т. е. должен быть записан в виде 


23/2 12 VY daeerin 408), 
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Тогда # имеет особенность при &—+1 и будет ограничено при 
—E— 1, если выполнено условие 


В = In(I—8) +C (8). (6.4.144) 


Функция С (Ё) определится из требования ограниченности отно- 
шения 1,1, при Y— oo. 
Подставив полученные выше решения в (6.4.139), найдем 


роет ты Е ия /_ м \ 3/2 

12 om 2 УЕ и pee aVE(ate) г 

+5 “VE Arc sh на о 5 oe eC (=). — (6.4.145) 

При п-+ со уравнение (6.4.145) принимает вид 

yi 2 = ТУЕ-ЗУЕи2 А abe 
РС’ +09. 64.146) 


Здесь вновь член шИ\ц следует выразить через —. Уравнение 
(6.4.146) соответственно примет вид 


= 3/2 
И? а, = (-++712—ч Ings ) ЕС (E) +0 (1-1). 


Для ограниченности отношения ¢,/f; при |—+ oo должно быть 
выполнено 


св = (-Т+ 2—3 nat) ИЕ, 


откуда 


=— Е” —УЕ-5 = 23/2 [п BS ut += In -+ VE te, (6.4.147) 


где C—NOCTOAHHaA интегрирования. 
Выразив ¢, и [| через х и использовав начальное условие 
t(x =0) =0, получим а==с=0. Следовательно, 
И! = (1—з*) Их Их (1—(—хих- 
и Ez Are sh et x ein T= + 


+ Eee +И;— n+ ЕЕ]. +-0 (р). — (6.4.148) 
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Рассмотрим теперь иной метод (Найфэ [1965а]) определения 
функций А (&) и В (Е). Поскольку разложение 


V2t=A(® +H [A n—VE PO А Arsh УЗ 
—в®| +04") (64.149) 


предполагается равномерно пригодным для всех х, то вдали от 
x = 1 оно должно сводиться к прямому разложению (см. упр. 2.12). 


е- ев (2 x8? 4+. Vx—4 In Lt VE) os, (6.4.150) 


Для нахождения A(§) и B(E) вместо условия ограниченности 
t,/t,-; при всех Ё и \ц может быть использовано это условие. 
Выразив (6.4.149) через х и разложив при малом и, получим 


V2t=A(e) +o | A!) = Их + 
В (x)| +0 (=). (6.4.151) 


Чтобы первые члены в (6.4.150) и (6.4.151) совпали, должно 
быть выполнено 


Аж. (6.4.152) 
Тогда вторые члены совпадут при условии 


В (х) = — fx? — Vi+s x3/2 пе 5 oe . (6.4.153) 
— Ух 


Подставив эти выражения для А и В в разложение (6.4.149) и 
выразив результат через х, получим в точности разложение 
(6.4.148). 


6.4.8. Модель диспергирующих волн 
Вновь рассмотрим модельное уравнение Брезертона [1964] 
Ptt + Фхххх + Фхх +P = ep?, (6.4, 154) 


Линеаризованное уравнение допускает решение в тр бегущих 
ВОЛН 
ф =ас0$6, 
6=kx—ot, w?=k*—k?+1. 


Для отыскания волн, параметры которых медленно меняются 
в просгранстве и во времени, будем следовать Найфэ и Хассану 


(6.4.155) 
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[1971], предположив, что имеется разложение вида 
ф = Фо (0, Х,, Т,) + еф, (0, Х,, Т)+..., (6.4.156) 


где 


a (6.4.157) 


В новых переменных 9, X, и Т, пространственная и временная 
производные примут вид 


0? м 0? 9? 5 до 


И ee oe 62 
дет =O" Sor — 280 бот, Вт, ate oe 
да _ Е 
os ‘те, Ви ap © 
apt dept = gape Oe ie. 
er aK, aX, 96 


Подставив (6.4.156) в (6.4.154) и приравняв коэффициенты при 
одинаковых степенях &, получим 


dq O*Po 
[ (фо) = (@? +k?) Se +k Se + Фо =0, (6.4.158) 
92 0? , oF 
L (91) = 98+ 20 sap — 2k ох, — 4h? apraxe + 
до Ok \ Оф Ok Ppp 
+( Spears ) 5—6 aK aa (6.4. 159) 
Решение уравнения (6.4.158) должно иметь вид 
$. =А(Х,, Т,)е-- А(Х,, T,) e7®, (6.4.160) 
где 
002 = 8 --|. 
Подставив выражение для Ф. в (6.4.158), получим 
[(ф,) =Q(X,, 71) e+ Азез® + СС, (6.4.161) 
где 
Q =2iw SA г (2—1) 5х + ise A +i (6k*—1) 55 СА ЗА?А. 
(6.4.162) 


Для того чтобы вековые члены отсутствовали, должно вы- 
полняться условие @ =0. Для упрощения этого условия заме- 
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тим, что 
wo’ = 2 — К, (6.4.163) 


где ®’ = 4®/0Е — групповая скорость. Дифференцирование (6.4.163) 
по переменной Х, дает 


wo” sy. 


= (6k? — (6.4.164) 


Rk 
ow" ie aaa 1) 9х, . 
Если функция 6 дважды непрерывно дифференцируема, то хи А 
удовлетворяют условию совместности 


(0) 
ыы 
aT, + aX, 
или иначе 
ate of &=0. (6.4.165) 
Следовательно, 
06 _ yr OF ‚з Ok 


т: 


и уравнение (6.4.164) может быть переписано в виде 


ow Ok „ OR 


С помощью равенств (6.4.163) и (6.4.166) условие О =0 может 
быть упрощено и записано в виде 


д ‚ 0A о" Ok 3 - 
2572. эх. о АУ АА. (6.4.167) 


Полагая в (6.4.167) А == (1/2) аехр (iB) и разделяя действитель- 
ную и мнимую части, получаем 


да? д > 

эт. $x, (w ee =0, (6.4.168) 
> ‚д 
И +o 5 =e =. (6.4. 169) 


Решение, полученное в этом пункте с помощью метода MHO- 
гих масштабов, является другим представлением решения, полу- 
ченного в п. 5.8.1 с помощью усреднения лагранжиана. В самом 
деле, уравнения, описывающие изменение амплитуды и волнового 
числа, имеют в точности тот же вид. Однако в п. 5.8.1 фаза 
отсутствовала, зато дисперсионное соотношение (5.8.9) зависело 
от амплитуды. В данном пункте дисперсионное соотношение не 
зависит от амплитуды, но решение задает изменение фазы. Чтобы 
показать эквивалентность этих представлений, разложнм вели- 
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чину 0 из п. 5.8.1 в виде 
9—6, —=В. 


Имеют место соотношения: 


ое (6.4.170) 


Подставив (6.4.170) в (5.8.9) и приравняв коэффициенты при 
одинаковых степенях €, получим 


Ре 
: ов _ 3a? 
Fo 9 Ox Ba * 


Последнее уравнение совпадает с уравнением (6.4.169). 


6.4.9. Нелинейное уравнение Клейна — Гордона 


Последним примером, рассмотренным в этой главе, будет 
уравнение 


Uy—Uu,,+V' (и) =0, . (6.4.171) 


изученное в п. 5.8.3 с помощью метода Уизема усреднения лаг- 
ранжиана. В нашем изложении мы следуем Люку [1966]. 

Предположим, что и допускает равномерно пригодное разло- 
жение вида 


u(x, В = и (0, X,, Т,)- ви, (0, X,, T,)+..., (6.5.172) 
где 0, Х, и Т, определены в (6.4.157). Подставив (6.4.172) 
в (6.4.171), используя выражения для производных из преды- 


дущего пункта и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях &, получаем 


(8—2) 54 +. V’ (из) =0, (6.4.173) 


(ot —k2) 244." (uy) uy = 


—9 _ ди _ _ Pg _ Ok Ou OW ди 
вах. + 20 бат. Нах. wo tor, a (6.4.174) 


Проинтегрировав однократно уравнение (6.4.173), придем к 
уравнению | 
т (o? —k? (3¢)'+ У (u,) = 6.4.175) 
; 5 \® ) +V (№) =Б(Х,, Т,). (6.4. 
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Решение этого уравнения имеет вид 
0=Var— =a 


где E(X,, T,) ич(Х,, Т,)— неизвестные функции, которые оп- 
ределяются из анализа уравнения (6.4.174). Обратив равенство 
(6.4.176), найдем 


и, (6, Xi, Т,)=Е@-+ т, Е, © — №). (6.4.177) 


ЛЕСИ "(Х,, Г,), — (6.4.176) 


Предположим, что функция f периодична с постоянным перио- 
дом, который нормировкой может быть сведен к единице, т. е. 
предположим, что 


Rey ye 
Го ® $ave 1, (6.4.178) 


Это равенство дает одно соотношение между величинами ©, R 
и Е, которое является дисперсионным соотношением. 

Частное решение уравнения (6.4.174) содержит члены, из-за 
которых отношение и./и, не ограничено при © -+ oo, еели только 
правая часть (6.4.174) не ортогональна решению сопряженного 
однородного уравнения. Это условие иногда называют условием 
разрешимости. Оно представляет собой обобщение условия ис- 
ключения вековых членов, которое широко применялось в этой 
книге. Поскольку уравнение (6.4.174) является самосопряжен- 
ным, то условие разрешимости означает, что его правая часть 
ортогональна решению однородного уравнения, которое, как легко 
показать, имеет вид и, ==0ди,/09. Таким образом, требования 
условия разрешимости сводятся к равенству 


9? Ug 0 _9 № _ OR диз 9% диз диз 
$ (2 seg + 2% бот, Нах. 9 Рог. 55 \ > 49 =0, 


которое можно переписать в виде 

д диз \2 д дио ей 

ат: (of (Gt) 48] Нах [2$ (Ge) 40] =0. (6.4.179) 
Взяв в качестве переменной интегрирования вместо 6 перемен- 


ную и, и подставив из (6.4.175) выражение для Ou,/08, можем 
привести это условие к виду 


af VITE—V (a) du) + 
т ae У ФУ Е-У du, =0. (6.4.180) 


А 
OT, Wat a= 
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— 


Это равенство задает второе соотношение между ®, Ки Р. Третьим 

соотношением является условие совместности (6.4.165). 
Результаты этого пункта согласуются с результатами, полу- 

ченными в п. 5.8.3 с помощью вариационного подхода. 


6.4.10. Преимущества и ограничения обобщенного метода 


Этот метод применим, конечно, ко всем задачам, которые 
могут быть изучены © помощью метода разложения производной 
или процедуры разложения с двумя переменными. Кроме того, 
он применим также и в тех случаях, когда оба названных метода 
терпят неудачу. Это имеет место в задачах, требующих нелиней- 
ных масштабов (например, в случае осциллятора с медленно 
меняющимися коэффициентами), или в задачах с резкими изме- 
нениями (например, в задаче о космическом ксрабле типа 
Земля — Луна). Однако данный метод требует сложных вычис- 
лений, и в задачах нелинейных колебаний с постоянными коэф- 
фициентами предпочтительными являются метод разложения 
производной и процедура разложения с двумя переменными. 

Для получения равномерно пригодных разложений в задачах, 
которые поддаются рассмотрению с помощью метода координатных 
преобразований, может быть использован метод многих масшта- 
бов. Кроме того, этот метод может быть использован в тех слу- 
чаях, когда метод координатных преобразований неприменим, как 
это имеет место в задачах с затуханием и резкими изменениями. 
В тех случаях, когда применим метод координатных преобразо- 
ваний, он может иметь преимущество, связанное с неявным зада- 
нием решения. Для гиперболических уравнений без дисперсии 
желательным является получить разложение в точных характе- 
ристиках. Метод многих масштабов, однако, может быть рассмот- 
рен как обобщение метода координатных преобразований, если 
масштабы задаются неявно в исходных переменных. 

Примеры, рассмотренные в этой главе, показали, что метод 
многих масштабов применим как к задачам, которые могут быть 
изучены с помощью метода сращивания асимптотических разло- 
жений, таким, как задача о космическом корабле Земля — Луна, 
так и к задачам, которые не могут быть изучены с помощью 
последнего метода, таким, как задачи о нелинейных колебаниях. 
Метод многих масштабов дает одно равномерно пригодное раз- 
ложение в отличие от метода сращивания асимптотических 
разложений, в котором рассматриваются два разложения, под- 
лежащих сращиванию. Хотя и в методе многих масштабов 
обыкновенное дифференциальное уравнение преобразуется в диф- 
ференциальное уравнение в частных производных, получение 
первого приближения не представляет больших трудностей, чем 
‘решение первого внутреннего уравнения. Однако трудными для 
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решения могут оказаться уравнения, определяющие различные 
масштабы (Махони [1962]). Кроме того, данный метод еще не 
применялся к дифференциальным уравнениям в частных произ- 
водных, для которых первый член разложения является нели- 
нейным, как, например, в задаче о вязком обтекании тела, и к 
эллиптическим дифференциальным уравнениям в частных произ- 
водных с неоднородными граничными возмущениями, таким, как 
в задаче об обтекании тонкого крыла. 

Метод многих масштабов применим к задачам, которые могут 
быть изучены с помощью метода усреднения, метода Крылова — 
Боголюбова — Митропольского и с помощью преобразований Ли, 
равно как к задачам, которые не поддаются изучению этими 
методами. Если система задана своим гамильтонианом, то метод 
преобразований Ли имеет то преимущество, что высшие прибли- 
жения могут быть найдены рекуррентно. Однако метод многих 
масштабов в сочетании с преобразованиями Ли может быть при- 
менен непосредственно к гамильтониану. 


Упражнения 
6.1. Определить равномерное разложение первого порядка для уравнения 
ии =} (и, и) 
и получить затем частные случаи, соответствующие функциям f=u-+t Виз, 
Виз (1— и?) ии — [и и. 
6.2. Определить равномерные разложения второго порядка для уравнения 
и- (6-е cos 2t)u=0 
при 6, близком к 0 и 4. 
6.3. Определить равномерное разложение второго порядка для уравнения 
u+(5+e соз3 1) и=0. 
6.4. Определить равномерные разложения первого порядка для уравнения 
u+(6+e cos 21) u=ef (и, и) 


и получить частные случаи при [= Виз, —l[ulun (1—1?) й. 


6.5. Рассмотреть уравнение 
ии а [и -| (1— и?) и] -- К cos at. 


Определить равномерное разложение первого порядка для случаев 
(а) К =О (1) и значения @ далеки от Wo, Зо и Wo/3, 
(6) K=O(1l) ном Зв, 
(в) К =0 (1) иох 0/3, 
(г) К=О (2) и дя dp. 
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6.6. Рассмотреть систему 
и ви = 2 7 {al —z)uj+2K cos of, 


eae 


Определить равномерные разложения первого порядка для случаев, пере- 
численных в упражнении 6.5 


6.7. Задача о старте спутника с малой тягой с круговой орбиты может 
быть приведена к виду 


P : ees 
"ии =— Fa (su + cu), 


и (0)=1, и’ (0)=0, °0=1, 


где штрих означает дифференцирование по 8, a e, $ и с— постоянные. Показать, 
что при малом & имеют место разложения (Найфэ [1966]} 


v=} +3ecf-3 In {0 (е?), 
ие пл | «cos Gs Inf ) +28 sin (9+5 inf )| —- 
+ ef-? (6 In jy b+oes, 


где {= (1 —4es0)!/4. Является ли это разложение пригодным для всех 6? 
Pp р 


6.8. Рассмотрим задачу, определяемую соотношениями (6.4.105) и (6.4.106) 
при постоянных @%, р, Ys Ши Xj. 

(а) Определить равномерное разложение первого порядка для случая 
К =0 (1) и значений р, далеких от @,. (6) Показать, что это разложение не- 
пригодно при р = 0 или 2%, —®»„, и определить равномерные разложения пер- 
вого порядка, пригодные в этих случаях (Найфэ и Сарик [19716]. (в) Опреде- 
лить равномерное разложение первого порядка для случаев K=O (=?) ир = O, 
используя сначала метод многих масштабов (Найфэ и Сарик [19716]) я затем 
метод усреднения (Клэр [1971]). Сравнить оба результата. 


6.9. Используя метод многих масштабов (МММ), определить paBeoMepHPe: 
разложения второго порядка для задач 


(а) ey” F y'+y=0, 
(6) ey” у’ =2x, 
(в) ey’ + (Qx+ 1) y’=1 


с граничными условиями 
у(0)=а,  y (1)=B. 
6.10. Определить равномёрные разложения первого порядка для задач 


(a) ву’—а (x) у eo 0, a (x) > 0, 

(6) ey” Fy у? = 

(в) ву’ yy’—y= 0, 

(г) ey” + (2x-+ Оу’ фи =0, 

(д) ey” ту’ Руп=0, п— натуральное число, ¢ граничными условиями 


y(O)=a, y(l)=f. 
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6.11. Используя МММ, определить равномерное разложение mgpBOnS 1104 
рядка для задачи | | 
гу" +a (х) у’ =1, 

у) =а и) =В 
при условии, что a(x) имеет простой корень в точке 4 из интервала [0, 1]. 


6.12. Используя МММ, определить равномерное разложение первого ло- 
рядка для уравнения 


и (1—x)" f(x) y=0, 


где п— натуральное число, f(x) > О x и. 


6.13. Определить равномерные раз ложения первого порядка для уравнения 
(6.4.84), имеющие вид 


(а) u=A (5) сп [м, * (5), = (6) ИА (5) ал [n, v (8)]. 
6.14. Рассмотреть уравнение ^^^ | 
u-+- we (st) и == ги3-Ё К cos @, 


в котором ф=о (et). Определить равномерные разложения первого порядка 
для случаев 

(а) К =0 (1} и значения & далеки OT Wy, 3M) и 00/3, 

(6) K=O(1) и we 30%, 

(в) K=O(1) и © & @)/3, 

(г) K=O(e) и ORO). 


6.15. Рассмотрим задачу, определяемую соотношениями (6. 4.105)—(6.4.107) 
с переменными коэффициентами. Определить равномерное разложение первого 
порядка для случая, когда К =О (1) и значения р далеки от w,. Показать, 
что это разложение непригодно при р = 0 или 2@,—We, и определить равно- 
мерные разложения, пригодные в этих случаях (Найфэ и Сарик [1972а|). 


6.16. Решить упражнение 5.14, используя МММ. 


6.17. Определить равномерное разложение для малых амплитуд в системе 
x—y+2x-+ 3x? + 22 =0, 
y+x4t 26у-- 4ху =0, 
полагая 6 = 1. 
6.18. Рассмотреть задачу 
ин стих — и = EU, 
u(x, 0)=acos kx, uz (x, 0) =0. 
Определить равномерное разложение первого порядка при условии 
с2к? = y?. 
6.19. Рассмотреть уравнение 
ин с?и хх + y2u eu, 


Используя МММ, определить разложения первого порядка для бегущих волн 
при условиях: (а) амплитуда и фаза меняются медленно при изменении состоя- 
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ния и времени; (6) волновое число, частота, амплитуда и фаза меняются медленно 
с изменением состояния и времени. 


6.20. Продольные колебания свободной однородной балки с нелинейной 
зависимостью между моментом и кривизной задаются уравнением 


wet + OW vex =e (Wredex , 


где си г— постоянные. Используя МММ, определить равномерные разложения 
первого порядка при малом & для случаев, перечисленных в упражнении 6.19. 


6.21. Используя МММ, определить во втором порядке равномерные реше- 
ния в форме бегущей волны для задачи, описанной в упражнении 5.15, для 
случаев, указанных в упражнении 6.19. 


6.22. Вновь рассмотреть модельное уравнение Брезертона 
Фн + Фхххх + Фхх t+ P=el (P Фь Px) 


теперь уже с нелинейной функцией } общего вида. Используя МММ, определить 
при малом & равиомерно пригодные разложения для случая резонанса в п-й 
гармонике. Применить результаты в частных случаях, соответствующих: (а) ре- 
зонансу во второй гармонике; (6) резонансу в третьей гармонике. 


6.23. Используя МММ, дать формулировку задач, из которых определяются 
равномерные решения первого порядка в примерах 
(а) вихх + Uy +4, =0, 
(6) eux, Ри, Ра (x) их =0, 
(в) вихх + Uyy +a (x, у) их =0, 
(г) =(ихх + И уу) +4 (x, у) их В (х, у) и=0, 
(д) г? учи а (x, у) ихх +O (х, у) их с(х, y)uytd (x, )и=0 
с граничными условиями 
u(x, 0) =Р, (х), u(x, = Ро (x), 
и (0, у) = 0; (у), и, у)=03 (9). 


ГЛАВА 7 


Асимптотические решения линейных 
уравнений 


В этой главе дадим описание новых методов, которые вместе 
с некоторыми методами, описанными в предыдущих главах, будут 
использованы для получения асимптотических решений линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений в част- 
ных производных. Нас будут интересовать дифференциальные 
уравнения с переменными коэффициентами. Применяемый подход 
состоит в том, чтобы, использовав наличие большого или малого 
параметров, получить возмущения по параметру, или, использо- 
вав малые или большие значения координат, получить возму- 
щения по координате, 

Если для системы обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний бесконечно удаленная точка является регулярной особой 
точкой, то решения могут быть получены в виде сходящихся 
рядов по обратным степеням координаты; исключение составляют 
лишь некоторые случаи задач с регулярной особой точкой, в ко- 
торых одно из решений может содержать логарифм координаты. 
В данной главе нас будут интересовать случаи с нерегулярной 
особенностью, когда решение должно быть представлено асим- 
птотическим разложением. При получении возмущений по пара- 
метру последний может быть малым или большим, причем первый 
случай охватывает также случай с медленно меняющимися коэф- 
фициентами. В этих случаях разложения получаются с помощью 
преобразования Лиувилля —Грина (ВКБ) и его обобщений. По- 
лучающиеся разложения являются пригодными всюду, за исклю- 
чением некоторых точек, называемых точками возврата, или пе- 
реходными точками. Разложения, пригодные всюду, включая 
и точки возврата, получаются с помощью преобразования Лангера 
и его обобщений. 

Рассмотрение дифференциальных уравнений в частных произ- 
водных ограничено случаем приведенного волнового уравнения 
с переменным показателем преломления. Вначале с помощью про- 
цедуры Борна — Неймана строится разложение для случая, когда 
показатель преломления мало отличается от постоянной, и затем 
решение представляется диаграммами Фейнмана. Получающееся 
разложение пригодно только на коротких расстояниях, а область 
его равномерности может быть расширена с помощью метода 
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перенормировок. Затем описаны приближение геометрической 
оптики и метод сглаживания. | 

Поскольку рассматриваемые задачи являются линейными, то 
существует обширная литература, посвященная их асимптоти- 
ческому решению и математическому обоснованию этих решений. 
В этой главе мы даем описание методов получения формальных 
асимптотических разложений для решений уравнений, не вдава- 
ясь в математическое обоснование их. Кроме того, процитировано 
ограниченное число статей. Читателя, интересующегося более 
обширными ссылками и математической строгостью, отсылаем 
к Эрдейи [1956], Джеффрису [1962], Чезари [1971], Беллману 
[1964], Уилкоксу [1964], Вазову [1965], Фещенко, Шкилеву и Ни- 
коленко [1967], Вазову [1968] и Фришу [1968]. 

“Сначала, в $ 7.1, рассмотрены обыкновенные дифференциаль- 
ные уравнения второго порядка; системы обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений первого порядка рассмотрены в $ 7.2. 
Задачи с точками возврата исследуются в $ 7.3, приведенное 
волновое уравнение изучается в $ 7.4. 


7.1. Дифференциальные уравнения второго порядка 


В этом параграфе мы будем иметь дело с асимптотическим 
разложением т о | 


ot at p(x et + q(x; =) у==г (х; &), (7.1.1) 


где г — параметр, который может быть малым или большим. Будем 
предполагать, что функции р и g не обращаются одновременно 
в нуль на интересующем нас интервале. Сначала исследуем 
асимптотические решения этого уравнения в окрестности нере- 
гулярной особой точки. Затем опишем методику отыскания асимп- 
тотического решения уравнения (7.1.1) для случая, когда оно 
содержит большой параметр. Затем ‘рассмотрим особые задачи 
возмущений с малым параметром при старшей производной. 
Наконец, опишем методы получения асимптотических разложений 
для случаев, когда р, 4 и г являются медленно меняющимися 
функциями х. | 


7.1.1. Разложения в окрестности нерегулярной особенности 


Исследуем асимптотическое поведение темени уравнения 
ау = =0 (7.1.2) 


при х-—+ о и при условии, что Sacconess удаленная точка 
является. нерегулярной . особой точкой. Прежде „чем взяться за 
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намеченное, дадим определения регулярной особой точки и ир- 
регулярной особой точки. Предположим, что p(x) и 9 (x) допускают 
разложения по возрастающим степеням (х— хо), х, < сю, вида 


р (x) = Po (х— №) [1 р, (х—ж-...], Ро 50, 
4 +9, хх) +... 490. 


Точка х. называется обыкновенной точкой, если &>0 и в 
в противном случае она называется особой’ точкой. Особая — 
называется регулярной особой точкой, если а >—1 иВ>—2; 
в противном случае она называется иррегулярной особой точкой. 
Приведенные выше определения таковы, что природа конечной 
точки х, определяется почти с одного взгляда. Природа беско- 
нечно удаленной точки может быть определена преобразованием 
ее в начало координат. Итак, положив в (7.1.2) х=г-1, получим 


ау. (7.1.4) 


(7.1.3) 


dz? 22 


Бесконечно удаленная точка является обыкновенной точкой 
исходного уравнения, если начало координат является обыкно- 
венной точкой преобразованного уравнения, т. е. если выполнено 


2 on ве —=0 (1) 
: при 2—0. 


О, 


24 


Этим соотношениям соответствуют в исходном уравнении соотно- 
шения | 
р(х) = 2x7? +0 (х-*), 
9 (x) =O (x~*). 
Для того чтобы бесконечно удаленная точка была регулярной 


особой точкой (7.1.2), начало координат должно быть регулярной 
особой точкой преобразованного уравнения; т. е. 


о 
ЕО г). 
9 (2—1) 1 
“a =O \ =), 
Этим уравнениям соответствуют соотношения: 


p(x) =O (x71), в | 
notes, "Ри я. (7.1.6) 


при X— oo. © (1.1.5) 


при г — 0. 
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—_ 


Таким образом, если p(x) и g(x) разлагаются в ряд по убы- 
вающим степеням х вида 


P(X) = р -..., 9(Х) =98+..., Por WY, 
то бесконечно удаленная точка будет обыкновенной точкой при 
В< —4 и при a=—l, p,=2 либо при а < —2. В этом случае 


уравнение (7.1.2) имеет два решения в виде сходящихся рядов 
по степеням х-*. Если указанные условия не выполнены и @ <— 1, 
В—< —2, то бесконечно удаленная точка является регулярной 
особой точкой. В этом случае уравнение имеет два решения, 
представимых сходящимся рядом по степеням х7! вида (Фро- 
бениус [1875]: | 


y=x°(lt+ax-t+ta,x7?+...), (7.1.7) 
где о удовлетворяет так называемому показательному уравнению 


o?+(p,—l)o+q,=0, ебли а =—1, В=—2. 


Исключение составляют частные случаи, когда корни этого урав- 
нения совпадают либо отличаются на целое число; в этих слу- 
чаях решения могут содержать log x. 

Если из неравенств 


a>—l, В>—2 


выполнено одно или оба, то бесконечно удаленная точка является 
иррегулярной особой точкой. Это и есть случай, интересующий 
нас в данном параграфе. В этом случае уравнению (7.1.2) удовлет- 
воряют решения вида 


и (x) = eA xu (x). (7.1.8а) 
Здесь и (х) =0 (1) при х—+ oo, причем u(x) не обязательно схо- 
дится; Л (х) —полином относительно х”/”". Обозначив через Ах” 


старший член в A(x), подставив вышеприведенное решение 
в (7.1.2) и выделив в каждом члене главную часть, получим 


Ах 4 роду +1 0, =0. (7.1.86) 


Тогда у определяется одним из равенств 
v=a+l, 2у=В-2, (7.1.8в) 
а именно тем, которое доставляет большее значение у. Если у — 


натуральное число, то приведенное выше решение называется 
нормальным решением (Томе [1883]) и имеет вид 


у ==ехр (Ayx¥ А-а te. Ах) xo(l tax t+...) (7.1.8г) 
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Если же v не является натуральным числом, то это решение 
называется субнормальным решением; в этом случае А представ- 
ляет собой полином относительно х!/”?, а и является рядом по 
возрастающим степеням х-!?. До сих пор мы предполагали, что 
ри 4 представляются в виде степенных рядов по х с натураль- 
ными @ и В. Если a и В не являются натуральными числами, 
то у—рациональное число, которое может быть представлено 
в виде несократимой дроби v=n/k. Тогда субнормальные реше- 
ния имеют следующий общий вид: 


у =ехр (A,x" +... А + А, м) xo (1 ах" ах" ...), 
tT=k7?. (7.1.8) 


Для нахождения нормального или субнормального решения 
следует подставить в (7.1.2) решение соответствующего вида, 
приравнять коэффициенты при одинаковых степенях х и полу- 
чить уравнения, которые в свою очередь могут быть последова- 
тельно решены относительно Аи, би Ay. 

Рассмотрим в качестве примера частный случай 


р) = 2 pak", 90) = 9," при x—+ 00, (7.1.9) 


где р, и Gg, He зависят от x. Из равенств (7.1.8в) имеем для рас- 
сматриваемого случая: у = 1. В соответствии с (7.1.8г) уравнение 
(7.1.2) при условии (7.1.9) имеет формальное асимптотическое 
решение вида 


y =ex9 У c,x7", (7.1.10a) 
n=0 


где А, согласно (7.1.86), является корнем уравнения 
M+ pod +4) =0. (7.1.106) 


Подставив (7.1.10а) в (7.1.2) с учетом (7.1.9), приравняв коэф- 
фициенты при одинаковых степенях х, найдем, что 


—_ №9 
нь, (7.1.10B) 


и получим рекуррентные соотношения относительно с». 

Якоби [1849] получил разложения в виде нормальных решений 
для функций Бесселя первого порядка при больших значениях 
аргумента. Аналогичные результаты для уравнения Эйри получил 
Стокс [1857]. Хорн [1903] дал обоснование асимптотическим ре- 
шениям в виде произведения экспонент и рядов по убывающим 
степеням х. 
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7.1.2. Разложение функции Бесселя нулевого порядка для больших значений 
аргумента 


Функция Бесселя нулевого порядка задается с помощью урав- 
нения 


d?y 1 dy _ 


Здесь 


р: =1, рт =0 для mA, 
де =1, т =0 ДЛЯ m0. 


Следовательно, из (7.1.10) получаем: 


© 


уе“ х-1 У сих" при x— о. (7.1.12) 


m=0 


Подставив это разложение в (7.1.11) и приравняв коэффициенты 
при одинаковых степенях х, получим следующее рекуррентное 


соотношение: 
1 2 
(m+z) 


Cm+i = тд 1) om (7.1.13) 


Поэтому, взяв ¢,=1, будем иметь 


> he 1-3? 1.32.52 .  1.32.52.72 
у=ехх- 1/2 яя tae! ай | 


при Xx — oo, (7.1.14) 


Поскольку отношение двух последовательных членов 


pe Е Е >< при m—*+co 

8 (т 1)x : 
то правая часть в (7.1.14) расходится при всех значениях х. 
Однако для больших значений х имеем асимптотическое разло- 
жение, так как с возрастанием т последующие члены убывают 
очень быстро. 

Заменив в (7.1.14): на —i, можно получить другое линейно 


независимое разложение у вида 
в 1-3? 1.32.52. | 1.39.52.72 
— e7ixy-1/2 р oa 
a Ge Re Hee! TMT ^° ). 
(7.1.15) 


~ 


7.1. Дифференциальные уравнения второго порядка 335 


Действительные решения могут быть получены с помощью ли- 
нейных комбинаций рядов (7.1.14) и (7.1.15): 


y, ~ HEY go (ucosx-+vsin x), 
| (7.1.16) 
у = (изтх—0с03х). 
Здесь 
1-3? 1.32.52.72 
u(x) =1— pt et (Фа) 
] 1-32-52 
U(x) ван (7.1.176) 


Поэтому функция Бесселя J, задается асимптотическим COOTHO- 
шением 


J,~ Ау, +Ву, при x— oo, (7.1.18) 
где А и В постоянные. Из (7.1.16)—(7.1.18) следует, что 
lim x1/2J, (x) = Acosx+ Взшх, (7.1.19) 
lim «1/2/95 (x)= —Asinx+Bcosx. (7.1.20) 
Имеем, следовательно, 
А == Ит м! [J, (x) cosx—J4 (x) sin x], (7.1.21) 
В == lim x1/? [J, (x) sin x + У, (x) cos x]. (7.1.22) 


Однако J, имеет интегральное представление вида (см., Ha- 
пример, Айнс [1926], раздел 8.22) 1) 


Jo= = \ cos (x cos 9) 46. (7.1.23) 
0 
Подставив это выражение в (7.1.21), получим 


11 ® 
A= lim {cos x cos (x cos 0) + sin x cos 6 sin (x cos 6)| 46 = 


x—> @ 


л 
1/2 
= lim =. {cos (2х sin’ ) cos® 90+ 


хо 0 2 


л $ 
. gil? Л 0 sci 0 
+ lim = cos (2х cos 3) sin > 40. 


x> oO 
0 


1) См. также, например, И. С. Градштейн и И. М. Рыжик, „Таблицы 
интегралов сумм, рядов и произведений“, М., «Наука», 1971.— Прим. ред. 
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Положив У 2х зт 0/2 =ф в первом интеграле и VY 2x cos0/2=a 
во втором, получим 


ее базы м: 
А = - [я d9-+ \ cose da a 


Аналогично находим, что В = 1/Vx. Поэтому, объединяя /7.1.16) 
и (7.1.18), получаем 


Joe V 2s cos (хуя) оз (+=) при х—+ о. 
(7.1.24) 


7.1.3. Задача Лиувилля 


Лиувилль [1837] и Грин [1837] одновременно рассмотрели 
поведение решений уравнения 


АЕ [aga (x) +94 (Л y=0 (7.1.25) 


для больших А и при условии, что д, (х) — положительная дважды 
непрерывно дифференцируемая функция, a 4,(х) непрерывна на 
рассматриваемом интервале [а, 6]. С помощью преобразования 


2=ф (х), и=ф(х)у(х) (7.1.26) 
уравнение (7.1.25) приводится к виду 
ат") а-я [Ma +4 9-—%($) fox. 
(7.1.27) 
Выбрав ф и ф такими, что 
Е =0, d=", (7.1.28) 
или, что TO же самое, | 
= } [a Фр ах, ф= [9 ©], (7.1.29) 
можно свести (7.1.27) к уравнению | 
oe + Mu = 60, (7.1.30) 
где 
sais 8 а (7.1.31) 
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Поскольку 4, дважды непрерывно дифференцируема, а д, непре- 
рывна на интервале [а, 5], то 6 мало по сравнению с ^?. Следо- 
вательно, в первом приближении функция и будет решением 
уравнения (7.1.30) при 6=0, т. е. 


о =а со А2 зщ dz, (7.1.32) 


где а и 5 — постоянные. Поэтому имеем в первом приближении 
а COs № V4 @dx|+o sin [+ § Vin «| 
y= een eee 

V (2) 


Если функция g, (xX) отрицательна, то соотношение (7.1.33) заме- 
нится на 


_ аехр [+ \ У а | +5 хр [—^ \ У dx | 
ia VY 9 


Эти разложения вполне согласуются с разложениями, получен- 
ными в п.6.4.3 с помощью метода многих масштабов. Следует 
отметить, что эти разложения нарушаются в окрестностях нулей 
функции 9, (х). Эти нули называются точками возврата или 
переходными точками. Задачи с точками возврата рассматри- 
ваются в § 7.3. 

Математики называют преобразование (7.1.26), (7.1.29) пре- 
образованием Лиувилля — Грина, в то время как физики называют 
решения (7.1.33) и (7.1.34) ВКБ-приближениями в честь Вент- 
целя [1926], Крамерса [1926] и Бриллюэна [1926]. Однако при- 
ближенное решение такого же типа для функции Бесселя при 
большом порядке и больших значениях аргумента получил Кар- 
лини [1817]. 


(7.1.33) 


(7.1.34) 


7.1.4, Высшие приближения для уравнений, содержащих большой параметр 


Рассмотрим асимптотическое разложение решений уравнения 
9 (x; Ay =0 (7.1.35) 
для больших А и при условии, что 
g(x, №) = А У A-%g, (x) при А— оо, (7.1.36) 
n=0 


причем gg~0 на рассматриваемом интервале, а & —натуральное 
число. Асимптотическое решение этой задачи можно искать 
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в виде одного из следующих двух формальных разложений: 


ey Е-1 : 
y= | a, (x | exp Ee Be «| ‚ (1.137) 
n= . a= } 


Обоснование разложений такого вида было дано Хорном [1899]. 
Подставив одно из этих формальных разложений в (7.1.15) и 
(7.1.36) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях A, 
получим уравнения для последовательного определения A, и gy. 

Для формального разложения (7.1.37) при k=1 эти уравне- 
ния имеют вид 


6% +4 =0, (7.1.39) 
2800 + (91 + Bo)  =0, (7.1.40) 


2gotm + (4: + Bo) Om + Х Amn As41 + Ama = 0 для т>1. (7.1.41) 
$= 


Решение уравнения (7.1.39) имеет вид 
Bo= iS [go (*)]* de. (7.1.42) 


Решением уравнения (7.1.40) является функция 


ао сс [go]? exp Bre 4 , 
0 


которую можно переписать в виде 


= ди (x) 
ay =0 [qa (х)]- 1 expt | 7 nx | (7.1.43) 


где с— постоянная. Следовательно, в первом приближении будет 
иметь место | 


_ 41 608 В (x) с» sin В (x) 1-0 (А-1 71.44 
{40 (ФИ о vee 


где с, и с. —постоянные, a 


= С qr (x) ] | р 
ВА ( [ao (ху + a | ax. (7.1.45) 
Высшие приближения могут быть получены последовательным 
решением уравнений (7.1.41) относительно ат 
Если вместо (7.1.37) мы использовали бы второе формальное 
разложение (7.1.38) при том же значении А =1, то получили бы 
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следующие уравнения для определения Qg,,: 
Bo +4, =0, (7.1.46) 


т-1 
280+ Im № BGs + ma=O для т?21. (7.1.47) 
$= 
Решение уравнения (7.1.46) задается равенством (7.1.42). Урав- 
нения (7.1.47) при т=1 задают уравнение 
вот 9: + &=0, 
решением которого является функция 
— | 41 (х) 2% 
adr 


Подставив выражения для go и в, в (7.1.38), получим в точно- 
сти соотношения (7.1.44) и (7.1.45). 


+ ша.. (7.1.48) 


7.1.5. Малый параметр при старшей производной 


В этом пункте мы будем рассматривать уравнение 
ЕЯ (у = и (x) (7.1.49) 


при =#—+0. Асимптотические разложения решений этого уравне- 
ния были получены в п.4.1.3 с помощью метода сращивания 
асимптотических разложений, в п.4.2.2—с помощью метода 
составных разложений и в п.6б.4.2—с помощью метода многих 
масштабов. 

Используя преобразование (Голдстейн [1969]) 


y =v (x) exp [-5 р M=\ родах, (7.1.50) 


приведем уравнение (7.1.49) к нормальному виду 


[В М = Lemire, (7.1.51) 


dx? 


При г==0 уравнение ae 1.51) epee вид (7.1.35), (7.1.36), 


в котором &=1, А = 1/26, 9, = —р*и 4, =2q —p’. Следовательно, 
частное решение уравнения (7.1.51) имеет вид 
В (x) B(x) 
ce + сое“ 
И [14 0(e)], 7.1.52 
Fae 1+0(е]] (7.1.52) 
где 


ия ра (7.1.53) 


вода рб [1405 5 
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Приближенное частное решение уравнения (7.1.49) можно полу- 
чить, положив == 0. Проделав это, получим 


х ‘ 
Yp == \ ax, E =exp (Lax, (7.1.54) 
Следовательно, в первом приближении имеем 
И-М | Их. (7.1.55) 


Высшие приближения можно получить, предположив, что раз- 
ложение имеет вид 


y= > a" А, (х)е- Ме + У e"B, (x), (7.1.56) 
где 
Е ПЕ 
A=, Вет = ах. (7.1.57) 


Разложение такого же вида мы предполагали и в п.4.2.2, в ко- 
тором применялся метод составных разложений. Тогда мы опре- 
деляли величины М, A, и В, подстановкой разложения в исход- 
ное уравнение и приравниванием нулю коэффициентов при e” и 
e"exp(— M/s). 

Для случая p= p(x,e) и g=q(x,2) Вазов ([1965], глава 7) 
взял асимптотическое разложение вида 


y= 2 A,,(x) exp [ § Ay (х, в) ах | + = B,, (x) exp [ § A, (x, г) 4х] + 


+ \=С, (x), (7.1.58) 
n=0 
где и A, являются корнями уравнения 
А p(x, =) А q(x, =) =0 при &—0. (7.1.59) 
Таким образом, если р и 4 не зависят от &, то А, = — рев, 


^,=0, а равенство (7.1.58) принимает вид (7.1.56). 


7.1.6. Однородные задачн с медленно меняющимися коэффицнентами 


В этом пункте мы рассматриваем уравнение 


4? а 
да + P (Ех; =) E+ (ex в)у =0, (7.1.60) 
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где =— малый параметр и 


[=] 


p= Хер, (Е); a= 2 "4, (8), Е =. (7.1.61) 


Асимптотическое разложение общего решения уравнения (7.1.60) 
имеет вид (историю вопроса и литературу см. Фещенко, Шкилев 
и Николенко [1967]) 


y= х =" А» (5) еб: + > e"B,, (Е) е*, (7.1.62) 
где 
= № (5), (7.1.63) 


ал, и A, являются корнями уравнения 
A+ ро (E) 4+ qo (E) =0. (7.1.64) 


Предполагаем, что Ha рассматриваемом интервале A, и A, раз- 
личны. Величины 0; и Ев (7.1.62) предполагаются независимыми. 
Это эквивалентно методу многих масштабов, описанному в пре- 
дыдущей главе. Производные преобразуются в соответствии 
с равенствами 


d @. a 
Bonet am T° a 

Cae 

ae = Mat, ha 50, 00, at 30, + Ma ica teh ag Et 2th 50, at 


‚ 0? 
Чем got eh sy tet Se, 


где A; =da,/d&. 

Обозначим через A и В коэффициенты при exp (6,) и exp (6,). 
Подставив (7.1.62) в (7.1.60) и приравняв нулю коэффициенты 
при ехр (6;), получим 


(2 +A,p+q)A+e(2A,4 р) А’ =МА + А" =0, (7.1.65) 
(3 +A,p+q)B+e(2A,+ р) В’--гА,В - =*В" =0. (7.1.66) 


Положив в уравнениях (7.1.65) и (7.1.66) вновь 
А = > e"A,, В= У eB, (7.1.67) 
n= n=0 


и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях &, получим 
уравнения для последовательного определения A, и B,. Первые 
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члены Ay и By задаются уравнениями 
(2A, + ро) Ao+ (М МР, + 9,) Ao =0, (7.1.68) 


(2h, + Po) Bot (А.Н Ар, 9) Bo =0. (7.1.69) 
Решения этих уравнений представляются в виде 
Art MP1 91 
As, B,ccexp— | Mb MP ta ag. (7.1.70) 


В случае р=0и g,=0 для n> l 
Ay, № == 190 er 
“TE 
roe a и b—noctosuubie. Поэтому в первом приближении имеет 
место 
са cos | Го (ВТ deteysin | [4 (ЕР dx 
7 [95 (ЕР? 


Это есть приближение Лиувилля —Грина или ВКБ-приближение 
к решению уравнения 


(7.1.71) 


4?у | 
Fe | 90 (вх) y= 0. ГО) 


7.1.7. Динамика входа снаряда 


Комплексный угол атаки симметричного снаряда описывается 
уравнением (Найфэ [1969а]) 


в [фа —=0 6+ 
+[y(ot—p') + ip (№ —р— eM +22) 6 =0. (7.1.73) 


В этом уравнении величины и, О, О и М являются медленно 
меняющимися функциями времени, а ри у— постоянные. Сле- 
довательно, оно имеет тот же вид (7.1.60) при 


ро = (1+7), A= ete 


(7.1.74) 
4=4\(рё—р*), A= = ip(& —D— M+%2), 


Штрихом обозначено дифференцирование по медленному времени 
E=ef, в то время как точка означает дифференцирование по 
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быстрому времени Е. Подставив ро и go в (7.1.64), получим 


№ + ip(1+-y)4+ y(pi—p?*) =0. (7.1.75) 
Следовательно, 
= : 1 
r= —Lidtyptio, o= У Теру, (7.1.16) 
Тогда с помощью (7.1.70) получаем 
ee OFA AK ae A-AA 
Ао у ‚ Bo Va (7.1.77) 


где 


dé. 
(7.1.78) 


(4 +-Q—yD ) (ly) 42m 
p\\u er ee 
АЛ = 


©) 


1 
A= |9), 
Поэтому в первом приближении имеет место 
b= {аехр | ~A+AA— 5 (1+) p-+io| + 
Vou 2 
+ Бехр |[--А—АА—9 i (1 +7) p—io| р (7.1.79) 
В числе других авторов динамика снаряда исследована Фау- 


лером и др. [1920], Фаулером и Локом [1921], Грином и Уиве- 
ром [1961], Мерфи [1963] и Коукли [1968]. 


7.1.8. Неоднородные задачи с медленно меняющимися коэффициентами 


В этом пункте мы рассматриваем асимптотическое разложе- 
ние общего решения и 


4+ p(E, €) ЧЕ, в) у=г(Е, в) ee), (7.1.80) 


где 
т =0(#), Ее, (7.1.81) 


p= 2 e"pn (5, => "д, (2), Ре „ (Е). (1.1.82) 


Следует различать два случая в зависимости от значений iw и 
корней A, и A, уравнения 


А? -- pod + Gy =0. (7.1.83) 
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Если в одной или более точках рассматриваемого интервала 
имеет место равенство {® =/, или hy, то говорим о резонансном 
случае; в противном случае имеет место нерезонансный случай. 
Сначала рассмотрим последний из случаев. 


Нерезонансный случай. В этом случае будем предполагать, что 
y=A(&, г) еб: +B(E, =) ев +C(§, в)е®, (7.1.84) 


где 


40; 
= hi (8). (7.1.85) 


Уравнения для Аи В совпадают с уравнениями (7.1.65) и (7.1.66). 
Для того чтобы найти С, примем в (7.1.80) у=Сехр (9) и, 
приравняв в обеих частях коэффициенты при ехр (19), получим 


(— ©? + юр +9) С += (2iw+ p)C’ +isw’C - "С" =r. (7.1.86) 
Положив в (7.1.86) 


C= У ес, (E) (7.1.87) 


и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях в, получим 
уравнения для последовательного определения с„. Первый из 
коэффициентов задается равенством 


Го Го 


Co ор ®— А) (i —Aq) * 


(7.1.88) 


Решения для Аи В те же, что в п. 7.1.6. Поэтому в первом 
приближении будет иметь место равенство 


у=аехр le — | At het ge + 


241 + Po 
о Mthatn | 
Aare 10, лы nae 
Е i 
Чью“, (7.1.89) 


где аи 6 — постоянные. 


Резонансный случай. Разложение (7.1.89) нарушается, как 
только величина iM станет равной А, либо 4, водной или более 
точках, поскольку в таких точках последний член становится 
неограниченным. Предположим, что im равно А, в одной или 
более точках, в то же время /W@= A, на рассматриваемом интер- 
вале. Асимптотические разложения, пригодные в этом случае, 
были получены Фаулером и др. [1920], Фаулером и Локом [1921]. 
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В рассматриваемом случае частное решение имеет вид 
y=n(x, =) е®, (7.1.90) 
где 
“1 = [6 (6, ® — м] n+ H (8, e). (7.1.91) 
Подставив (7.1.90) и (7.1.91) в (7.1.80) и приравняв в обеих 


частях коэффициенты при каждом из выражений nexp(ig) и 
exp (i@), получим 


G?+pG+q+eG’ =0, (7.1.92) 
(Gtp+io)H+eH' =r, (7.1.93) 
Полагая в (7.1.92) и (7.1.93) 
G= х eG, (=), Н= У eH, (&) (7.1.94) 
Ax n=0 


и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях &, по- 
лучим уравнения для последовательного определения G, и Н,. 
Первые два члена определяются с помощью уравнений 


Go + роб, + 49, =0, (7.1.95) 
2б.(, + ро, + рб, +9: + б, =0, (7.1.96) 
(G+ p, + iw) Н, =", (7.1.97) 


(Gy + py + iw) Н, (С, {+ р,) ВН, =и.. (7.1.98) 


Из уравнения (7.1.95) видно, что G,=A, либо A,. Мы примем 
@,=А., потому что по предположению А, становится равным {ю 
в одной или более точках. Из уравнения (7.1.96) получаем 


_ _ 21604 6+9 
Е (7.1.99) 
Решения уравнений (7.1.97) и (7.1.98) имеют вид 
Е, _ = Gi +2 Ho— Во 
Нора, =A etree: (7.1.100) 


Тогда общим решением уравнения (7.1.81) будет функция 
у=А (Е, =) ев: -- В (Е, =) ее n(x, ele, — (7.1.101) 


где А и В определены в п. 7.1.6. 

Частное решение уравнения (7.1.80) можно получить с по- 
мощью следующей методики, отличной от методики, использо- 
ванной в п. 7.1.6. Будем предполагать, что существует решение 
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вида 
fy 

Уг =O (x, =), РЕ, =) 5. (7.1.102) 

Подставив (7.1.102) в однородную часть уравнения (7.1.80), 
получим 


F?4pF+q+eF’=0. ^ (7.1.103) 
Положив в (7.1.103). о. . of 
Е= У ар, (Е) (71,104) 
n=0 , 


и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях &, получим 
уравнения для определения F,,. Первые два из этих уравнений 
имеют вид 

Еу- Dolo + 9 =0, | (7.1.105) 
QF Fi + Ро: + Р.Р 9, + В, =0. (7.1.106) 


Так же как и уравнение (7.1.64), уравнение (7.1. о имеет два 
корня A, и A. Тогда уравнение (7.1.106) дает 


о | Е 
Следовательно, | о 
а Ai № 
[м нех но (7.1.108) 


Интегрируя (7.1.108), замечаем, что у, имеет тот же вид, что и 
решение, полученное в п. 7.1.6. Предлагаемый метод разложения 
совпадает с тем, который определяется соотношением (7.1.38). 


7.1.9. Последовательные приближения Лиувилля — Грина 
{ВКБ-приближения) 
Для получения высших приближений к решению уравнения 
ЧИНА? (вх) у =0 | (7.1.109) 
при малых = Имаи [1948] предложил использовать последова- 


тельные преобразования Лиувилля —Грина (ВКБ-преобразова- 
ния). Итак, введем в рассмотрение преобразование 


4х, = (ех) ах, y,=[k (вх) у (х), (7.1.110) 
которое преобразует уравнение (7.1.109) к виду | 
Ни =0 (7.1.111) 
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где 
1 а2Е 3 Га 
= 
8—1 — ея Нан (4). (7.1.112) 
Поскольку № меняется медленно при изменении х, то можно 
считать, ‘что ki}. Тогда приближенное решение уравнения 
(7.1.111) имеет вид 
y,=acosx,+bsinx,, (7.1.113) 


где аи 6 постоянные. Следовательно, первым приближением 
к решению уравнения (7.1.109) является функция 


acos | вах 4-6 т | Ва 
вер "ож (7.1.114) 

Для нахождения второго приближения к у заметим, что 
уравнение (7.1.111) имеет вид (7.1.109). Тогда уточненное реше- 
ние уравнения (7.1.111) можно получить, рассмотрев преобразо- 


вания - 
1 d?k 3 
dx, = Вах, ~ |1— дева ан (4%). | eas, (7.1.115) 


is Е dk 3 {dk 
y= nV = | aps Gea t+ вн ($) |. (1.1.16) 


Уравнение (7.1.111) при этом приведется к виду 


Ни, =0; (7.1.117) 
где a P Р 
9 Е d?k, dk 
Halas a tag (S| (7.1.118) 


Поскольку АЕ, /4х, = ``! (ак, /4х) =0 (8), то последние два члена 
в (7.1.118) малы по сравнению с 1, и, следовательно, первое 
приближение к у, имеет вид 


у, =acosx, +6bsin x,. (7.1.119) 
Поэтому второе приближение к у задается равенством 


1 4% 3 / 4 \? 
=. 1-3 as — Ton (=) 
YS ae 


n=) | Нан (Ge) | Rae. РН) 


Аналогичным образом могут быть получены высшие прибли- 
жения введением новых преобразований вида 


kOe УИ (7.1.122) 


(acosx,+bsinx,), (7.1.120) 


где 
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7.2. Системы обыкновенных уравнений первого порядка 


В этом параграфе мы рассмотрим сначала асимптотические 
решения уравнений в окрестности бесконечно удаленной иррегу- 
лярной особой точки. Затем обсудим уравнения с малым или 
большим параметром. Наконец, опишем асимптотические разло- 
жения для уравнений с медленно меняющимися коэффициентами. 


7.2.1. Разложення в окрестности иррегулярной особой точки 
Рассмотрим поведение системы п линейных уравнений 


а 
= =29А (х)у (7.2.1) 


при х—* со. Здесь д— целое число, 9 2—1, а матрица предста- 
вима в виде 


А (х) = У A,x7™ при xo. (72:9) 
m=0 
При д=р—1 точка х=ою является регулярной особой точкой 


системы (7.2.1), при 9> —1!-— иррегулярной особой точкой. 
Поведение решения в окрестности иррегулярной особенности 
зависит от того, будут ли все собственные значения матрицы A, 
различными или нет. В этом пункте будем рассматривать случай 
различных собственных значений. 

Скалярное уравнение вида (7.2.1) может быть решено явно, 
и решение его имеет вид 


у (x) =U (x) хбе® ®, (7.2.3) 


где а, —вообще говоря, комплекеная постоянная, a Q (х) —по- 
лином относительно х вида 


О при g=—l, 
__ 9 ati 
Q (x) = У дл", (7.2.4) 
m=1 
и, далее, 
U (x)= Хх". (7.2.5) 
m=0 


В случае системы уравнений асимптотическое решение опять-таки 
имеет вид (7.2.3), в котором величины G, Q, Hu U,, являются 
постоянными матрицами. Томе [1883] назвал такое разложение 
нормальным решением. 
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Для отыскания асимптотических разложений решений системы 
(7.2.1) и (7.2.2) зададимся формальным решением вида 


у=и (x) хбе^ 9, (7.2.6) 


где о — постоянная, a A(x) имеет вид 


A(x) =— sat AY, (7.2.7) 


причем A_, =O при m SO и, наконец, 
ie +} 


u(x) = У u,x7" при x— oo. (7.2.8) 
m=0 


Здесь Л — скаляр, ауи и— векторы-столбцы. Подставив (7.2.6)— 
(7.2.8) в (7.2.1) и (7.2.2) и приравняв коэффициенты при равных 
степенях х, получим уравнения для последовательного опреде- 
ления A,, о иц,. Первое уравнение имеет вид 


(Ав — Ааа Г) ty =0, (7.2.9) 


где / —единичная матрица. Для существования нетривиального 
решения системы (7.2.9) детерминант ее должен обратиться 
в нуль. Из этого условия получаем следующее алгебраическое 
уравнение n-ro порядка: 


| Ap—Agart | =0. (7.2.10) 


Если собственные значения матрицы A, различны, TO уравнение 
(7.2.10) определяет п различных значений для A,,,, которые 
соответствуют и линейно независимым решениям вида (7.2.6). 


7.2.2. Асимптотическое разбиение систем уравнений 


Сибуя [1958] развил методику упрощения системы уравнений 
(7.2.1) путем сведения ее к некоторым дифференциальным урав- 
нениям специального вида, которые могут быть решены легче, 
чем исходная система. Суть этой методики в следующем. Положим 


y = P (x) v(x), (7.2.11) 


где Р —неособая матрица размером (пжл), подлежащая опреде- 
лению, у-—вектор-столбец. Уравнение (7.2.1), следовательно, 
преобразуется к виду 

dv 


я = 1B (x) у, (7.2.12) 


rye 
B(x) = РГ: [АР], 
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откуда получаем 


a oe) = 9 [А (x) P (x)—P (x) В (x)]. (7.2.13) 


Суть методики состоит в отыскании такой матрицы P(x), чтобы 
матрица B(x) имела каноническую жорданову форму. Положим 
C этой целью 


У 
| 
Mes 


В„х-”" при x—+ oo, (7.2.14) 


3 
il 
> 


ae) 
il 
Mes 


P,x-™ при x—> oo, 


3 
я 
> 


Здесь В„— матрицы в канонической жордановой форме. 
Подставив (7.2.14) в (7.2.13) и приравняв коэффициенты при 
одинаковых степенях х, получим 


А.Р, — PB =0, (7.2.15) 
т-1 
А,Р»„-—РиВь = x (PsBn-s—Am-sPs)——(m —q-——1) Pa_g-s 
(7.2.16) 


для т>1, причем при m—q—1<0 имеем P,_,_,=0. Если 
матрица А, имеет различные собственные значения, то P, можно 
выбрать таким образом, чтобы матрица 

В, =РиА.Р, (7.2.17) 


была диагональной. Помножив уравнение (7.2.16) слева 
на Po’, получим 


В. ’„—И „В. = Bata (7.2.18) 


где 
Wn = PsP, (7.2.19) 


т-1 


„= —РА„Р.-+Ру > (PsBn-s—Am-sPs) — 
s=1 


ее (7.2.20) 


m~q-i* 
Обозначив через FY/ компоненты матрицы ЁР„, выберем матрицу В» 
следующим образом: 


Ва =— РА, BY=0 при 154]. (7.2.21) 
Поскольку матрица В, имеет различные собственные значения, 


то из системы (7.2.18), (7.2.21) может быть найдена матрица 
У, и, следовательно, матрица P,, из системы (7.2.19). 
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‚. В случае кратных собственных значений разбиение системы 
уравнений на более простые системы проводится по той же схеме. 
Предположим, что матрица A, имеет кратные собственные зна- 
чения и что существует матрица Pp, такая, что 


‘ BY 0 
В, = Pz АР. = о Be)? ie 
причем матрица Bi! имеет собственные значения А; (i =1, 2,..., 7), 
а матрица B® — собственные значения A, (] РИ, r-+2, . п), 
такие, что ‘i = i,. Проведем разбиение матриц W, uF, в ` соот: 
ветствии с равенствами | 


wh we Pu Ев а 
У (ра wa) Ре вь =). a 


где Wit и ЕН — матрицы размером (r xr), а ИЯ и F?? — размером 
((n—r)xX(n—r)). Выберем 
Ун = —0 Ви=— Ри, B® — F®, (7.2.24) 


Тогда уравнение (7.2.18) примет вид 
Ву WEB? = Fit, 
BOWS —WiBt = FA. (7.2.25) 


Эти уравнения решаются единственным образом относительно 
УП и WH, поскольку у матриц Bi и В: нет общих собствен- 
ных значений. 

В качестве ee рассмотрим уравнение Бесселя 


Tht x 4 (x2 —n4)y =0. = (7.2.26) 
Полагая 
я ip 
Y=, Gr Ua (7.2.27) 


приведем уравнение (7.2.26) к виду 
du 
we =A (x) u 


a 0 
„-(“), д= (ут _1). (7.2.28) 


Следовательно, в рассматриваемом случае g=0, А„=0 для 


т>2и 
о AEE Ns (0298 
POs enh gy se) 


01 
а. 
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Поскольку собственными значениями A, являются -bi, то, положив 


| i : 
1 1 z > 7-F 
р, = (| _i} rea? 5 (7.2.30) 
2 


2 
получим 
0 
В, = Ps'AyP, =(, a (7.2.31) 
Тогда из (7.2.20) получаем 
—1 1 
F,=—P;'A р. ] ae) (7.2.32) 
Из (7.2.21) и (7.2.25) получаем 
1 к i OL 
В, = —5 01 и =+ 4 a (7.2.33) 
Поскольку W, и В, известны, то из (7.2.20) следует 
i /—1—412 2—4п 
Е. = той —2+4n? 1+ 4n2 . (7.2.34) 
Следовательно, 


(1-Е 4n?) 1— 213 
В, = a ( > У, = С “ama € a) (7.2.35) 


Подставив выражения для By, В, и В, в (7.2.12), получим 


1 0 10 ; 1 0 
ау : ] Е (1-- 4") у. 
по о (о уно] 


Имеем, следовательно, 


“V7 exp [ix +i in +0 (x7 aE 


| (7.2.36) 
le ee to(rs)|, 


= exp [т 
-У= 
где а и В —постоянные. Имеем для матрицы P 


Р=Рь + Р.О (ит) = Рь (1+5, 0 (=, 
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ет he 
p=(; a , * |40(0-)= 


~~ 4x | 
= bs 
=| * #140023) (7.2.37) 
rr are? 
Следовательно, 
a! 
u== P eat Suis, 4x : .1--4п?\ 
у Tog es exp (+ ae 
\ x 
I+ | 
b 4 : .1+44n2 
а 71 Jexp (ие) +0-м%). (7.2.38) 


Отметим, что матрица P, не использована в (7.2.37) и (7.2.38), 
поскольку погрешность для у имеет порядок O(x~5/2). Для срав- 
нения этих результатов с результатами, полученными в п. 7.1.2, 
разложим ехр [-= #(1 -+ 4n*)/8x] по степеням x71. Поскольку для 
решения и 

а 


y= 4, == (Iz) exp (ix-+i- | + 


+= (1+4) ехр (— и" +0 ="), 
TO 
ищо 


(7.2.39) 


что согласуется с (7.1.14) при п=0. Высшие приближения могут 
быть получены непосредственным (и довольно утомительным) 
вычислением дальнейших значений Ви и W,,. Методика, исполь- 
зованная в п. 7.1.2, несравненно более проста в применении, чем 
методика, описанная в этом пункте. 


7.2.3. Субнормальные решения 


Если матрица А, из системы (7.2.1) имеет кратные собствен- 
ные значения, то не удается разбить все уравнения на группы 
выбором диагональной матрицы В. Вместо этого мы проведем 
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такое разбиение системы уравнений, чтобы получить более про- 
стые системы вида 


Sit ха В: (ху, Bi= У, Bix”, (7.2.40) 


где собственные значения A, матрицы В: отличны от собственных 
значений А, матрицы Bi при ix {. Таким образом, величина В”, 
соответствующая отдельному собственному значению А, является 
скаляром, и уравнение (7.2.40) может быть решено. При 9=0 
имеем 


вт т г № 
от = ax?) еВо* Ух ADE he (7.2.41) 


r=2 


где а— постоянная, а с, выражаются через BY для r > 2. Сле- 
довательно, существует нормальное решение, соответствующее 
этому собственному значению исходной системы (7.2.1). Для соб- 
ственных значений кратности A, матрица BS имеет ранг т.. 
Может оказаться, что приведенная система т, уравнений, а сле- 
довательно, и исходная система не имеют нормального решения, 
соответствующего этому собственному значению. Однако она 
может иметь так называемое субнормальное решение вида (7.2.3)— 
(7.2.5), в котором О и И разложены по степеням x?/', где r— 
целое число. 
Приведем в качестве о уравнение 


1 5 
а — (F475, )¥=9, (7.2.42) 
которое имеет общее решение 
y= ае" *{х-3/8 —х-5/а) 4 be-V* (х-3/4 4. х-5/4), (7.2.43) 


состоящее из двух субнормальных решений. Уравнение (7.2.42) 
эквивалентно системе 


A € 
=| | 5 721. 
Et 16x2 ox 


В этом случае нормального решения не существует, потому что 


матрица | 
р о 1 
"00 


имеет собственное значение ^ =0 кратности два. 


(1.2.44) 
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7.2.4. Системы, содержащие параметр 


Рассмотрим систему п линейных уравнений 


= A(x, e)y, (7.2.45) 


где €—Masioe положительное число, й— целое число, A(x, е) — 
матрица размером (пхп), допускающая — асимптотическое 
разложение вида 


ее) 


A(x, г) = > "А „(х) при в—0. (7.2.46) 


m= 


При А, отрицательном или равном нулю, у представляется асимп- 
тотическим разложением 


© 


у (x, =) = У ey, (x). (7.2.47) 


m=0 


При A > 0 асимптотические разложения решений системы (7.2.45) 
зависят от того, имеет ли матрица А, (х) различные на всем рас- 
сматриваемом интервале собственные значения. Точка, в которой 
матрица А, (х) имеет кратные собственные значения, называется 
точкой возврата или перехода. Задачи с точкой возврата рас- 
сматриваются в $ 7.3. 

Если собственные значения матрицы A, (x) различны, то асимп- 
тотическое представление п линейно независимых решений системы 
(7.2.45) имеет вид 


у=и(х, г) ехр [ § d(x, г) dx | : (7.2.48) 
где 
в 
А (х, в) = > e~TA, (x), (7.2.49) 
u(x, г) = > г”и, (x). (7.2.50) 


Подетавив (7.2.48) —(7.2.50) в (7.2.45) и (7.2.46) и приравняв 
коэффициенты при одинаковых степенях в, получим уравнения, 
из которых последовательно определяются A, и u,. Существуют 
п линейно независимых решений вида (7.2.48) —(7.2.50), соответ- 
ствующих п собственным значениям матрицы А, (х), т.е. реше- 
ниям уравнения 


| Ay (x) —Aq (x) | =0. (7.2.51) 
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7.2.5. Однородные системы с медленно меняющимися коэффнциентами 


В этом пункте будем рассматривать асимптотические решения 
системы 


А (Е, e)y, E=ex, (7.2.52) 
где 
А (Е, 6) = > =" А, (8) при e—0. (7.2.53) 


В этой задаче х— быстрая, а Ё—медленная переменные. 
Как и в п. 7.2.2, предположим, что существует неособая 
матрица Р,(Ё), такая, что 


: BY (8 0 

Во (Е) = 7 (Е) A, (Е) Ро (Е) та q 0 В? (=) ’ (7.2.54) 

где матрица Bl имеет собственные значения A; (1=1, 2, ..., 7), 
а матрица В‹’ — собственные значения А, (] =г- 1, r+2, ..., п), 


причем А; ==А,. В этом случае исходную объединенную систему 
уравнений (7.2.52) можно свести к двум несвязанным системам 
порядков г и п—г. С этой целью рассмотрим преобразование 


у (x, =) =Р (Е, г) v(x, =), (7.2.55) 
которое приводит систему (7.2.52) к виду 
= ВЕ, ву, (7.2.56) 
где матрица Р удовлетворяет уравнению 
& = АР- РВ, 
ИЛИ | 
Е =А (Е, ©) P(E, =) —Р(Е, ®В(Е, 2). (7.2.57) 


Будем искать асимптотические представления матриц Ри В 
вида 


P= Х г"Р„(5), B= Х ="В„ (8), (1.2.58) 
т=о т = 
где В„--блочные диагональные матрицы. Подставив (7.2.58) в 
(7.2.57) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях &, 
получим 
А.Р. —Р.В. =0, 


а .2.59 
А.Р, —Р»„В. =PoBat Ев, о 
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где 
m=) В 
Ё АаРт- | 
„= У. (PsBn-s—Am-sP)—AnPot иль. (7.2.60) 
$=| 


Выбирая матрицы В, и P, в соответствии с (7.2.54), умножим, 
как и вп. 7.2.2, второе из уравнений (7.2.59) слева на Ру! и, 
используя (7.2.19), получим 


В", — „В, = Ви РЕ (7.2.61) 
где 
У, =РиР, Fa =РуШ,. (7.2.62) 


Чтобы решить систему (7.2.61), рассмотрим разбиение матриц 
Ев и W,, вида 


Pm Ри we we 
Fam ry | т. (у Не (7.2.63) 


где ЁИ и Ум — матрицы размером (гжг). Положив 


приведем систему (7.2.61) к виду 


Buy! — Wi? в Fi, (7.2.65) 
Beys— We Bu — Fe, (7.2.66) 


Эти уравнения разрешимы относительно WR и №1 единственным 
образом, поскольку матрицы Ву’ и Bs? не имеют общих собствен- 
ных значений. 

Если матрица A, имеет различные собственные значения, то 
с помощью описанной выше схемы исходную систему можно 
свести к системе п не связанных друг с другом уравнений вида 
(7.2.56) с диагональной матрицей В. Подробности вывода здесь 
такие же, как и в п.7.2.2. 

Более легкая методика для определения асимптотических 
решений системы (7.2.52) может быть использована в том случае, 
когда матрица A, имеет различные собственные значения. Асимп- 
тотическое представление имеет вид 


y=u(E, г) %э, (7.2.67) 

где 
и(Е, =) = > e*u, (6), (7.2.68) 
f= Wi). (7.2.69) 


dx 
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Здесь А (&)— собственное значение матрицы А, (&). Существуют п 
линейно независимых решений вида (7.2.67), соответствующих п 
собственным значениям матрицы Ay. Подстановка (7.2.67) — (7.2.69) 


в (7.2.52) и (7.2.53) приводит к уравнениям для последователь- 
ane нахождения им. 


7.3. Задачи с точкой возврата 


В п.7.1.3 мы установили, что приближение Лиувилля — Грина 
nore для решений уравнения 


Чу У [А 29, (x У 9» (х)] y=0 (7.3.1) 


при больших А и положительном д, (xX) имеет вид 


a, COs [> § V % (x)dx+ эт [+ § V4 (x) dx | 


у 7.3.2 
и ив (x) ( 
а при отрицательном д, (х)— вид 
a,exp [a § V—-% (x) dx | + by exp [-^ | У — 9+1 (x) dx | 
= к. (7.3.3) 


a Vi (x) 


Как было отмечено в 1.7.1.3, эти приближения пригодны, коль 
скоро значения х далеки от корней функции 49, (x). Из уравнений 
(7.3.2) и (7.3.3) видно, что решение у имеет колебательный ха- 
рактер по одну сторону от нуля функции 4, (х) и экспоненци- 
альный характер —по другую; отсюда и название такой точки — 
переходная точка. Ее называют также точкой возврата, потому 
что в классической механике это есть точка, в которой кинети- 
ческая энергия движущейся частицы становится равной ее потен- 
циальной энергии, и частица меняет направление движения. 
Точка х=и называется точкой возврата или переходной точкой 
порядка ©, если точка X= является нулем кратности @ функ- 
ции 9, (%). 

Если функция g,(x) имеет особенность в точке возврата, то 
точка возврата называется особой точкой возврата; в противном 
случае это регулярная точка возврата. В этом пункте, начав 
с уравнений второго порядка, таких, как уравнение (7.3.1), дадим 
описание методики получения асимптотических решений в задачах 
с точкой возврата. 
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1.3.1. Метод сращивания асимптотических разложений 
Предположим, что 4, (х)—функция без особенностей, а 
9: (x) =(х— p) F(x), : (7.3.4) 


где {(х) — положительная функция. Следовательно, приближенное 
решение уравнения (7.3.1) задается равенством (7.3.2) при x > pu 
и равенством (7.3.3) при x <p. Эти разложения, называемые 
внешними разложениями, нарушаются в окрестности точки х =. 
Чтобы найти область неравномерности этих разложений, поло- 
жим в (7.3.1) Е= (х— и) ^^ с положительным у и приведем это 
уравнение к виду 


See TMM EF [WE EA] Ма, [р АУ} y =O. (7.3.5) 


Третий член в (7.3.5) при ^—+ сю стремится к нулю для всех 
положительных V. Однако вид предельного уравнения зависит 
от значения у. При А —+ со уравнение (7.3.5) имеет предельный вид 


у=0 при vee, 
a? 2 
qr =o при У>з, (7.3.6) 


E+E wy =0 при vas, 


Очевидно, что первые два предела неприемлемы, поскольку с 
помощью их решений не удается срастить разложения (7.3.2) и 
(7.3.3). Поэтому приемлемым является предел, выделенный зна- 
чением V=2/3 и задаваемый третьим уравнением в (7.3.6). По- 
ложив в этом уравнении 


г=—ЕИТ®), (7.3.7) 


придем к уравнению, которое в первом порядке описывает внут- 
реннее решение 


4? 
8—2 =0. (7.3.8) 


Его общее решение имеет вид 
у=а,41 (2) +6,Bi (2), (7.3.9) 


где Ai(z) и В#(2) функции Эйри первого и второго родов со- 
ответственно. 

Отвлечемся на миг, чтобы дать некоторые свойства функций 
Эйри, которые нам понадобятся в дальнейшем. Эти функции 
допускают следующие интегральные представления (см., напри- 
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мер, Эрдейи [1956], раздел (4.6): 


cos (5 +2) de, | (7.3.10) 


Эти функции выражаются также через функции Бесселя порядка 
1/3 при помощи формул 


АЕ (2)=4V2 [1 Ил @=ТИ к, ©, (3.19) 


- 


Bi) = V2 Us +1 © (7.3.13) 
Ai (—2)=4V2 Jus O+ Sia Oh (7.3.14) 
Bi(—2)= У - Vous ФЛ © (7.3.15) 


где = (2/3) 23/*. Для больших положительных значений 2 эти 
функции имеют следующие асимптотические разложения: 


1 


Ai (2) = yn? | (7.3.16) 
Ai (—2) =e 27 (+4). (7.3.17) 
Bi (2) =m zoel, (7.3.18) 


Bi (уг cos (+4). (7.3.19) 


Для того чтобы срастить внутреннее решение (7.3.9) с внеш- 
ним решением (7.3.2), выразим последнее через & = (х— и) ^*/з и 
найдем его предел при А —+ с. В этом случае имеем X > p и 


^ Уз, (т) ат= А | Утв У а=зу] (nyt? + О (^-=/з). 


Следовательно, 
21/6 


eC) Las cos (GV FW) E) ы 
46, sin (3УГы 5] Е (7.3.20) 
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Выразив (7.3.9) через Ё получим 


у=а: А! (-ЕИР®)) +6,Bi (—E ИТ). 


Используя (7.3.17) и (7.3.19), можно получить для этой функ- 
ции разложение для большого 


y ee | a, sin (VF) +5) + 
46, cos (ЗИ e+) | се RON) 


Принцип сращивания требует равенства (7.3.20) и (7.3.21); имеем 
поэтому 


47 1/8 1/6 : 7 
а E sin = +, cos + | | 
л 
—1/6 ;1/6 
fie ~~ E cos £—b, sin | (7.3.22) 
л 


Следовательно, равенство (7.3.2) принимает вид 
1 (_ Г РЕ л 
у = [№ сы уз (т) в |+ 


Ears эп (Va) dt +4], (7.3.23) 
и 
где 
Pa ee ‘= 1/6 pi/e 
(а., 05) = ae 


Обращаясь к сращиванию (7.3.9) с внешним решением (7.3.3), 
заметим, что 


od и 
WIV a Wat Ув dt =2 VF м +.. 


(аз, 03). 


Равенство (7.3.3), следовательно, примет вид 
Aare 2 ; 
Y= aE new [57 F(w) (— 5)" |+ 
+, ехр [| - ЗИ (—5)** |} +.... (7.3.24) 


Поскольку в этом случае Ё — отрицательная величина, то z= 
=—Е и {(@) — величина положительная. Тогда с помощью (7.3.16) 
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1 (7.3.18) можно получить следующее асимптотическое поведение 
внутреннего решения (7.3.9) при больших 2: 


р aS | yas exp (—5VF@)(— 82) + 
+6, ехр(3ИТ@(— 3] анал. 8208) 
Приравняв (7.3.24) и (7.3.25), получим 
(a,, 5) =(6s, 54). (7.3.26) 


Следовательно, внешнее решение (7.3.3) при отрицательном 4, (x) 


имеет вид 
1 
EE Ene ЕЕ eS bs ex oe \d 
p= ate |e (| Her) 


+ pas exp(— VaR) 4, (0) )], (7.3.27) 


Таким образом, приближенное решение уравнения (7.3.1) 
с точкой возврата X= задается тремя отдельными разложе- 
ниями: разложением (7.3.9) —в окрестности точки возврата, раз- 
ложением (7.3.23) —прих > в и разложением (7.3.27) —прих < и. 
Сращивание дает связь между постоянными Q,, 6, иа., 6,. Впер- 
вые эта связь была получена Рэлеем [1912] в исследовании по 
полному отражению звуковых волн от переходного слоя; явное 
представление он дал только для экспоненциально затухающего 
решения. Ганс [1915] дал формулы связи для обоих решений; 
Джеффрис [1924] вновь открыл их в применении к функции 
Матьё. Эта связь была еще раз открыта почти в одно и то же 
время Вентцелем [1926], Крамерсом [1926] и Бриллюэном [1926] 
при исследовании уравнения Шредингера. Поэтому в физической 
литературе название этого метода обычно образуется из букв W, 
К и В; позднее к ним стали добавлять букву / в ознаменова- 
ние вклада, который внес Джеффрис. 

Цваан [1929] вывел формулы связи путем интегрирования на 
комплексной плоскости вдоль пути, который обходил точку BO3- 
врата. Этот метод развил далее Кембл [1935]. 

Недостатком этой методики является то обстоятельство, что 
решение задается тремя разными разложениями. В п. 6.4.4 с по- 
мощью метода многих масштабов было получено одно разложение, 
равномерно пригодное для всех х. В следующем разделе мы 
рассмотрим весьма эффективный метод изучения задач с точкой 
возврата, который был предложен Лангером [1931], [1934] и раз- 
вит Лангером и рядом исследователей, см. п. 7.3.2— 7.3.10. 
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7.3.2. Преобразование Лангера 


Суть подхода Лангера состоит в использовании того обстоя- 
тельства, что приблизительно одинаковые уравнения имеют при- 
близительно одинаковые решения. Он понял, что любая попытка 
выразить в элементарных функциях асимптотические разложения 
решений в задачах с точкой возврата обречена на неудачу 
в областях, содержащих точки возврата. Поэтому разложение, 
равномерно пригодное для всех х, должно быть выражено в не- 
элементарных функциях с теми же качественными особенностями, 
что и у решений уравнения. 

Решающим шагом в подходе Лангера является введение сле- 
дующего преобразования зависимой и независимой переменных: 


z=9(x), v=(x)y(x), (7.3.28) 
которое приводит о 
ви + hg, (x) +9, (ХЛ у=0 (7.3.29) 
к виду 
т (gn Pew) do 
aa в) + 
ся [№9 9+9. 9—$ (5) | 2=0. — (13.30) 
При условии 
p=V 9g" (7.3.31) 
средний член обратится в нуль, и уравнение примет вид 
ao a 91. 75-35 ge | 
= + [2 Е |. ti |o= 0. (7.3.32) 
Положив 
Ч. =1 или Ф= } Уча, (7.3.33) 
Ф 


мы вернемся к преобразованию Лиувилля — Грина. Получающееся 
при этом решение выражается, как и в п. 7.1.3, в тригономет- 
рических функциях и имеет особенность в точках. возврата (ну- 
лях функции 9, (х)). Из равенств ф=Уф’и o’=Vq, имеем 
p= Иа. 91; поэтому преобразование (7.3.28) имеет особенность в ну- 
лях функции 4, (Х). 

Для получения равномерно пригодного разложения в задаче 
с точкой возврата в точке х=и и функцией 4, (х) вида 


91 (х) =(*—в) F(x), F(X) > 0, (7.3.31) 
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положим, следуя Лангеру [1931], [1934], 


Hg, (7.3.35) 
ф 


Тогда уравнение (7.3.32) примет вид 


t+ A220 = би, (7.3.36) 
где 
ЕЕ В (723.37) 
ee 4 2g’ | 
Решение уравнения (7.3.35) имеет вид 
2 ет 
Zot =|VE—wi dt при хи, 
ie (7.3.38 
9 pe a oes 
z(—o)=\VUR=di edt при x<p. 


При x—+ и имеем ф — j/f (u)(x—p) up — И); следовательно, 
5 =0 (1), если только функция 9,(х) непрерывна. Кроме того, 
преобразование (7.3.28) является регулярным всюду, включая 
точку возврата х=и. Поскольку 6 =0 (1), а ^—болыьшой пара- 
метр, то функция о приближенно определяется уравнением, ко- 
торое Лангер назвал присоединенным уравнением, 


oo 420 =0. (7.3.39) 


Решение этого уравнения имеет вид 
v=c,Ai (— ^?/3 2) - с, Bi (— A282), (7.3.40) 


где с, и с, —постоянные интегрирования. Следовательно, в пер- 
BOM pews 


y= pares А № (и + e,Bi [— AG 9}, (7.3.41) 


где ф определено в (7.3.38). 

Это —единственное разложение, равномерно пригодное для 
всех х, включая и окрестность точки возврата х =p. Используя 
асимптотические разложения (7.3.16)—(7.3.19), справедливые для 
больших значений. аргумента функций Эйри Ai и Bi, можно 
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получить 


с АР И ( . ое д 
у ~VaVaw |" «Иа (т) + 


[Ук | при x>wp, (7.3.42) 


и 


_ 4-18 в и — 
fa ated tall a ata | + 


p 
еек [ | Va (2) « при x<p. (7.3.43) 


Эти формулы согласуются с результатами предыдущего пункта. 
Олвер [1954] обобщил преобразование Лангера, записав его 
в виде 


y= и, 
6=0 (2) = | V 4, (т) ат, (7.3.44) 
ya te, 


где независимая переменная 2 является пока не определенной 
функцией х. Это преобразование приводит уравнение (7.3.29) 
к виду 


a+ Mat"y = du, (7.3.45) 
rae 
ee ety dee V1) 
mic sine’ 3/4 АЕ (7.3.46) 


Если нам удастся подобрать функцию 5(2) такой, чтобы имело 
место 6 =0 (1), то решения присоединенного уравнения 


Se EME” 0 (7.3.47) 


будут асимптотически эквивалентны решениям уравнения (7.3.29) 
при больших A. Чтобы 6 имела порядок О (1), функция х дол- 
жна быть регулярной и не обращаться в нуль на рассматри- 
ваемом интервале. Следовательно, функция C должна быть выбрана 
такой, чтобы порядок и местоположение нулей и особенностей 
функции 5” были такими же, как у функции 4, (x), и чтобы 
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и а, (5) были одновременно положительны или отрицательны. 

Кроме того, желательно 5’ выбрать и таким, чтобы присоеди- 

ненное уравнение (7.3.47) решалось в известных функциях. Общее 

преобразование такого типа было вновь открыто Моригути [1959]. 
Положив 


Ч: (x) =(x—p) f(x), F(x) > 0, 6 = +2, (7.3.48) 


придем к преобразованию Лангера. 


7.3.3. Задачи с двумя точками возврата 
Рассмотрим случай, при котором 
91 (х) = (х— py) (Ma—¥) F(X), в, > a, F (4) > 0, (7.3.49) 


так что уравнение (7.3.29) имеет две простые точки возврата 
в точках X=p, и х=р,. Подобные задачи с двумя точками 
возврата возникают, например, при решении уравнения Шредин- 
гера (см., например, Джеффрис [1962]; Пайк [1964]) для тун- 
нельного перехода или в задачах с классическим осциллятором, 
а также при определении переноса тепла в трубе (cM., напри- 
мер, Джейкоб [1949], стр. 451—480). 

Применив результаты предыдущего пункта к точке возврата 
X= ,, получим 

1 


y= 
Ум 


{a,Ai [— №9, (x)] +6, Bi [— №3 Ф, (x)]}, (7.3.50) 


где 


2 gi = ( ИУ (т—в,) в, —9/@) 4% при х> Mi, 
_ (7.3.51) 
$(—o)* =! Уф. Ded wd при x <p, 


При x—+p,, однако, i; =O [(x—p,)!/2]. Поэтому разложение 
(7.3.50) нарушается в окрестности точки х=и, и пригодно для 
значений и,—х_>6,, где 6, положительная малая величина. 

Применив результаты предыдущего пункта к точке возврата 
х==р., получим | 


ee ЕЕ jf 42/3 .Bil— 22/8 
Y= area Al Ма, ВИ №, 9 


при x—p, > 6, (7.3.52) 
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где 6, —малое положительное число и 


И 2 
+92" = i V(t—p,)(U2—T) F(t) dt при x <p, 
. (7.3.53) 
— 9) = | Увы) авт при x> yy. 
Ка 


Поскольку оба разложения (7.3.50) и (7.3.52) пригодны в ин- 
тервале p, +6, <x <p,—6,, то их можно срастить. Разложив 
(7.3.50) для больших значений аргумента и для х > ц,, получим, 
используя (7.3.17) и (7.3.19), 


471/68 [а, sin( 2 ng? +4) + 


Умею Pi 
+0, сз (391 +4)]. (1.3.54) 


Аналогично, разложив (7.3.52) для больших значений аргумента 
и для х«<р,, получим 


—1/в 
aaa caro [№91 (934"+4)+ 
+5, cos (+ not? +2) ]. (7.3.58) 
Приравняв (7.3.54) и (7.3.55), придем к уравнению 
а, sin( 5 493” +4)+5, cos (5 agi? += i) = 
=, sin( 54 фз +1) +ь, ssf 2 roi? +2). (7.3.56) 


Введя обозначение 


Ма 
= (01-97) += И, РО +5, 
Иа 


(7.3.57) 
получим 
2 qt 2 п 
hoy? + =А—(3^9* +4). 
Тогда из (7.3.56) следует 
a, =b, зтА— а, cosA, 
(7.3.58) 


b, =a, sinA+b, cosA, 
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Если теперь у— ограниченная функция х, как это имеет место 
для решений уравнения Шредингера, то в силу предельного 
соотношения Bi (2) —+ m7 !/2z-/4 exp [(2/3) 23/7] при 2—+ со будем 
иметь 6,, 6, =0. Следовательно, второе из уравнений (7.3.59) 
дает 

п А =0, А = пд, (7.3.59) 


где п— целое число. Тогда в силу (7.3.57) 
Gaal 
А = Из 


т ва) ды — 0 FY? ат 
И: 


(7.3.60) 


Чтобы не представлять решение в виде двух разложений, 
Миллер и Гуд [1953], Казаринов [1958] и Лангер [1959в] пред- 
ложили выразить решение с помощью одного равномерно при- 
годного разложения в терминах функций параболического 
цилиндра. Обращаясь к преобразованию (7.3.44), выберем функ- 
цию 6” такой, чтобы она имела два простых нуля. Будем 
считать, что они расположены в точках 2 = +1, причем точка 
2=—1] соответствует точке х==р,, и положим (Пайк [1964]) 


t"* = 4a? (1—2). (7.3.61) 


Выберем а таким образом, чтобы z= 1 соответствовало бы точке 
X-=pt,. Тогда из (7.3.44) получаем 


¢=2a | VI—dt=| Vg, dt. (7.3.62) 
-1 My 


Здесь ветви квадратного корня должны быть выбраны таким 
образом, чтобы г была бы регулярной функцией х и чтобы 
области 4, (х) > 0 и 4, (4) <0 отображались бы соответственно 
в области 22< 1 и 2? > 1. Выбрав точку г= 1, соответствующую 
точке X= pt,, мы получили следующее уравнение для а: 


1 Ra 
2a V1—dt= | Иа, (t) ат. 
-1 ia 
Следовательно, 


Из 
a=—| V9, (a) dt. (7.3.63) 
Mr 


С учетом (7.3.61) присоединенное уравнение запишется в виде 


ae + 4a242 (1 — 22)0=0. (7.3.64) 
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Решениями этого уравнения будут функции 
v=W,(2Vah2), v+yp=ai, (7.3.65) 


где W,—dynxuus Вебера порядка у. Если у ограничена на бес- 
конечности, то и функция о должна быть ограниченной. Следо- 
вательно, v=, где п— целое число. А тогда 


л (+) 
A= +, (7.3.55) 


Из 
изба 


Uy 


что согласуется с (7.3.60). 

Задачи с двумя точками возврата изучались также Олвером 
[1959] и Моригути [1959]. В числе других авторов задачами 
с несколькими точками возврата занимались Евграфов и Федорюк 
[1966], Хзи и Сибуя [1966], Сибуя [1967], Линн и Келлер [1970]. 


7.3.4. Задачи с точками возврата высших порядков 
В этом пункте положим 


9. = (*— в)” F(x), F(x) > 9, (7.3.57) 


где «— положительное действительное число. Для нахождения 
одного равномерно пригодного разложения положим G2" чак) 
чтобы функция 6’ имела бы такое же число нулей, что и 0, (x). 
Следовательно, 


р аби (VG ат, (7.3.68) 


Ц 


где ветви квадратного корня выбраны таким образом, чтобы 
области 4, (х) >0 и g,(x) <0 отображались в области 2*> 0 
и 2“ < 0 соответственно. Это преобразование приводит к при- 
соединенному уравнению вида (Лангер [1931 ]) 


420 9 
ath 2%y == 0. (7.3.69) 


Решение уравнения (7.3.69) имеет вид 


v= 21/3 {4/5 za+ns| ес В пазл | \ : (7.3.70) 
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где у==(2 -- а)-*. Следовательно, в первом приближении 
1/2 
x 


x 
| [(«— м” Ро ах | 
- У А — и)“ 1/2 
Кв) f (хр (a [(т ы) [(т)] ат ет 


+ce,J_, А [(«— вари de | (7.3.71) 


y= 


Маккелви [1955] выразил асимптотические решения задачи 
с точкой возврата второго порядка (т. е. при & = 2) через функции 
Уиттекера. Задача с точкой возврата второго порядка возникает 
при рассмотрении дифракции на эллиптических цилиндрах с 
почти единичным эксцентриситетом (Гудрич и Казаринов [1963]} 
и при решении уравнения Шредингера (Фосс [1933]). Первое 
исследование задачи с точкой возврата второго порядка провел 
Голдстейн [1931] с помощью метода сращивания асимптотических 
разложений, как это сделано в п. 7.3.1. 


7.3.5. Высшие приближения 


До сих пор в наших рассмотрениях мы получали только 
первый член асимптотического разложения. Существуют четыре 
разных подхода к определению членов высшего порядка. 


Подход Лангера. Суть этого подхода состоит в том, что вся- 
кий раз решение того уравнения, которое надо решить, связы- 
вается с решением некоторой более простой задачи со сходной 
структурой, которая может быть явно решена в трансцендентных 
функциях (Лангер [1949]). Недостатком этого подхода является 
то, что он не пригоден для численных расчетов, так как коэф- 
фициенты асимптотических разложений являются функциями как 
независимой переменной, так и параметра возмущения. Кроме 
того, разложения определяются путем нескольких преобразова- 
ний. Ниже мы увидим, что, используя подход Олвера, можно 
получить эквивалентные разложения более простым путем. 

Подход Черри. В 1949 и 1950 гг. Черри развил методику 
получения членов высшего порядка в задаче с простой точкой 
возврата. С помощью преобразования Лангера (п. 7.3.2) эта 
задача приводилась к виду 


Sat[—Mz А (а, Ao=0, (7.3.72) 


где 


g(z, № = > Апр, (2). (7.3.73) 
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В рассмотрениях Черри отсутствуют все g, с четными индек- 
сами п. Будем искать формальное разложение вида 


v=A(z; AVG [AQ (2; A), i=l, 2, 


где бу и б, функции Эйри первого и второго родов соответст- 
венно. Поскольку справедливы о 


а = AG + 2A'g' + А+ At se (13.14) 


aio poi, 


то уравнение (7.3.22) принимает вид 
(А pp” ANZA + АВА) (2А'ф’ + AQ’) St 


Приравнивая нулю коэффициенты при б; и Rade: получим 


= =0. (7.3.75) 


2A’g’ + Ag” =0, (7.3.76) 
pp! —z) + rg +4 =0. (7.3.77) 
В силу (7.3.76) 
де (7.3.78) 
ф 
Уравнение (7.3.77), следовательно, запишется в виде 
мо" — ++ (5) t= =) (7.3.79) 


Чтобы решить это уравнение, положим в нем 
ф=ё-+ А 19, (2) А ?ф, (2) +... (7.3.80) 
и, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях A, полу- 


чим уравнения для последовательного определения ф„. Первые два 
из этих уравнений имеют вид 


226: | ф. + в =0, 


: | : Е 7.3.81 
2293+ ф, =— 8, — 29; — 29,93. ( ) 
Их решениями являются функции 
2 
`2ф1 ==) foe de, dt 
(7.3.82) 


| & (1) rr (+21) Ht) 
У 205 | 2Vt ат, 
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Нижний предел в этих интегралах выбран таким, чтобы функции 
@, и Ф, были бы регулярными в точке г -=0. 
Таким образом, решение U задается формальным разложением 


— bi: (2? ¢) 


$ (7.3.83) 

ф (2; А) =2 + А 1ф, (2) А7?ф, (2)-+.... 

Это формальное разложение является равномерным приближением 

к решению ИСХОДНОЙ задачи всюду, за исключением малых окрест- 

ностей нулей функции 9, в которых Черри использовал следую- 

щую модифицированную формулу: 

y= АА) (1-0-2 Ач НА (A292) (6 А+...) 
(7.3.84) 


Если справедливо разложение 
Ag (2, N= x A~ 2? g4,,(z), 


то a, ив, могут быть определены из (7.3.83). Для этого следует 
разложить ф’и А1(А?/3ф) в точке ф-=1 и использовать соотно- 
шение 4241/42? =? 2Ai. 


Подход Олвера. Олвер [1954] предложил отыскивать полное 
асимптотическое разложение, предположив, что 


v=A(z; A)b;(A2/82z)-+ B (2; №) (12). (7.3.85) 


Этот вид совпадает с окончательным видом разложения, полу- 
ченного Лангером [1949], и с модифицированной формулой Черри 
(7.3.84). Это разложение может быть рассмотрено так же, как 
результат применения метода составных разложений, описанного 
в $ 4.2. 
Из равенства 
Gr A220, vo = А’ (АВЕ В; = 
=(A’ + ^22В) 6; + (А + BE; 


имеем 
v" = (A" + A2B + А*2В’) 5, +(2A’ +472B 4+ В") Ц +(А- В’) = 
= [ААВ + Аг (А + 28')] $: (2А’ +A22B + В") 5;. 
Следовательно, (7.3.72) принимает вид. 
А" АВ | 2% 2В’ + AgA)C; + (2А’ + В"-- АеВ)Е =0. (7.3.86) 
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Приравняв нулю коэффициенты при C; и €;, получим 
2A’+ B"+AgB =0, 
A’ + А2В + 2122B’ +AgA =0. 


Этим уравнениям удовлетворяют формальные разложения вида 


(7.3.87) 


A= 2 4-"A, (2), 
a (7.3.88) 
B= 2) 4-"B, (2), 
rye oe 
2A, + £08, =0, 


22B, mae + & Ао =0, oo 


2A), + В n+. = > EmB n-m+1 == Чл, п>1, 
(7.3.90) 


22B ia + Bias + А, =— Ana > EmAn-m=Bns И 


Решение системы (7.3.89) имеет вид 
Ay=ch | $00 ar, 
0 


; (7.3.91) 


Следовательно, решение системы (7.3.90) задается равенствами 


A, =, wen ye 80 (0) > dv +b, (2)sh | BO ar, 
1 2Vt 


, , (7.3.92) 
V2 В+: =— 4, (2) sh ( 802 dr—o, (2) ch ( 202 ar, 
) 2Ут | 2Ут 
где 
а, = | [etn (1) Ao (1B, (1) В, (1)] dr, 
: (7.3.93) 


f(r „ (=) By (t)— PaO ae. 
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В том случае, когда 
© 
Ag = Ат, (2), 
n=Q 
системе (7.3.87) удовлетворяют формальные разложения вида 


А=Аь- У A-*A, (2), А =1, 
т (7.3.94) 


B= У А-В, (2). 


a= 


— 


Подставив эти разложения в (7.3.87) и приравняв коэффициенты 
при одинаковых степенях A, получим 


п-1 
2A), es В, —&o.Bu— > ao ane =n, 
eos ee (7.3.95) 
22B;, +В, <i А, — Bo0An-1— x р Пе ~. = ,. 
Решение этой системы имеет вид 
2 В = Br (1) 
И: п 2 Vt dt, 
: (7.3.96) 


| z 
A, == | a, (т) dt. 
0 


Последовательные преобразования Лангера. Для нахождения 
высших приближений к решению уравнения 


d*y 

Yt ag (x)y=0, (7.3.97) 
в котором q(x) обращается в нуль на рассматриваемом интервале, 
Имаи [1948], [1950] предложил повторно применять преобразо- 
вание Лангера. Моригути [1959] применил и значительно рас- 


щирил эту методику. В случае простой точки возврата при x =p 
мы вводим сначала преобразование Лангера 


2 и 
sone =|\Vaq@)ar, y=y,7 1/4, y=, (7.3.98) 
ыы 


с помощью которого уравнение (7.3.97) приводится к виду 
2 + [Mz—6(2)] 9 =0, (7.3.99) 


7.3. Задачи с точкой возврата 375 


где 


42(х 1/4) О, 
51/4 OA ой д- 3/4 
OSX 42? x dx? 


Поскольку 6=O(1) и ^—болышое число, то и приближенно 3a- 
дается решениями уравнения 


4 Е 
которые имеют вид 


=, (42/82), (7.3.101) 


где €, и 6, —функции Эйри первого и второго родов. 

Чтобы уточнить разложение (7.3.101), перепишем уравнение 
(7.3.99) в исходной форме (7.3.97) и заменим независимую пере- 
менную Z на X, по формуле 


Ж=е— ва, (7.3.102) 
где и, корень уравнения ^?2—6 (2) =0, т.е. 
An, —6 (u,) =0. (7.3.103) 
Тогда уравнение (7.3.99) может быть записано в виде 
PE +A [ayes +R До =0, (7.3.104) 
41 
где 
=e - 26’ р 72 1 6" ee 4 so 
a, =1—2776' (Hy), R= A |S Oat ty м... |. 
(7.3.105) 


Это уравнение совпадает по виду с уравнением (7.3.97), и, сле- 
довательно, его приближенное решение может быть получено 
с помощью преобразования 


2 Уфа, оч, 
5 (7.3.106) 
д = ‚ 94 =X, + К, (х,). 


Это преобразование приводит уравнение (7.3.104) к виду 
ad? ae 


et [Mab (2,)] 0, =0, (7.3.107) 
rye 
d2 — 1/4 
5, 2.25 cee 9 (7.3. 108) 


2 
dx} 
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Первым приближением к U, является решение уравнения 


Е aA pee (7.3.109) 


Следовательно, | 
= &; (A2/8z,). (7.3.110) 


Совершив теперь обратный переход к переменным х и и, по- 
лучим уточненное приближение к решению исходного уравнения. 
Из (7.3.106) имеем 


Ey ait = (VaR Vis tat dt=ZVa, x1? +0(A-%). 


Следовательно, 
Че = 
г, = Иа, х. +0 (^ и 


7.3.11 
у! = es a +O (^-?). ( ) 


Из равенств 


~~ ziay, 


y= U = 4 vy 
Е 
их V Ха gra 
следует, что два независимых решения уравнения (7.3.97) приб- 
лиженно задаются соотношением 


y= V Фр еф-фь) (7.3.12) 


где z(x) определено в (7.3.98). 
Высшие приближения могут быть получены повторным при- 
менением описанной выше процедуры. 


7.3.6. Неоднородная задача с простой точкой 
возврата — первое приближение 


В этом пункте мы найдем первое приближение к частному 
решению т 


ot в + [^29, (x) 9, (ху = A2G (x) (7.3.113) 


для больших А и при условии, что g,(x) имеет простой корень 
в точке х-= м. Разделив (7.3.113) на А? и положив А —+ со, полу- 
чим в качестве приближенного частного решения функцию 


pe tO), (7.3.114) 
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Это решение имеет особенность в точке х==ы, если только функ- 
ция G(x) не имеет в точке X= простого корня или корня 
большей кратности. 

Для нахождения первого приближения к частному решению 
в случае, когда С (п) ==0, применим сначала преобразование 


z= (x), зал = (Ув) ar, y= iF (7.3.115) 
UW 


к уравнению (7.3.114) и приведем ero к виду 
Че —6)о = 28 (2), (7.3.116) 


где 6 определено равенством (7.3.37) и 
g (2) = {$' [x (2)]}-9”? G [x (2). (7.3.117) 


Поскольку 8=O(1) и ^— большое число, то первое приближе- 
ние к уравнению (7.3.116) можно записать в виде 


429 5 P 
Gui + ^220 = dg (2). (7.3.118) 


Для нахождения частного решения запишем g(z) в виде суммы 
двух слагаемых 


а (2) = 8 (0) + [g (z)—g (0)] (7.3.119) 


и определим частные решения, соответствующие каждому из них. 
Если функция g(z) дифференцируема в точке 2-==0, то частное 
решение, соответствующее второму слагаемому, приближенно 
задается равенством 


— я (0 
py, = 820) (7.3.120) 
равномерно для всех Z. Для нахождения частного решения, со- 


ответствующего первому слагаемому, положим &=А?/з2 и приве- 
дем уравнение (7.3.118) к виду 


г. 129 g (0 7.3.121 

age t bu = A279 8 (0). (7.3.121) 
Частное решение этого уравнения имеет вид 

у. = A*/8g (0) Т (Е), (7.3.122) 
где функция Т (§) определяется из условий 


oe tial, т®=Е при |Ё|—+ <. (7.3.123) 
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Таким образом, Т (Ё) может быть выражено через функции Лом- 
меля (см., например, Ватсон [1944], стр. 345—351) согласно 
равенствам 


oe Ne : 
TB) =F ал (3 )=leHehindt, [1 <, 


0 


nl 


Taso Maer |S. < 


T(t) ~ У Bn)! pana large <=, (7.3.124) 


mal 
п=0 3 


где через 5,.1/, обозначена функция Ломмеля. 
Поэтому частное решение уравнения (7.3.118) приближенно 
задается равенством 


v =A g(0)T (A292) + EE) =e) (7.3.125) 
Совершив обратное ие к переменным х и у, получим 


_ Gye?” | 
[с (9 УТ |, о 


С (и) 
— 2/3 : ры 2/3 
Сы га 


где 


91 (х) 
f(x) ~~ (x—=p) . 

Неоднородные задачи с точками возврата возникают при ис- 
следовании устойчивости пограничного слоя (Холстайн [1950], 
при рассмотрении тонких упругих тороидальных оболочек и из- 
гиба кривых труб (см., например, Кларк [1964]). Вышеизложен- 
ная методика развита Гольштайном [1950], Кларком [1958], [1963] 
и Тумаркиным [1959]. Стил [1965] получил одно частное реше- 
ние уравнения второго порядка, выраженное через общие функ- 
ции Ломмеля 5, у. 


7.3.7. Неоднородная задача с простой точкой 
возврата — высшие приближения 


Чтобы найти полное асимптотическое представление решения 
уравнения 


У nF (ХА (х, АЛ y=MG(x, ^), — (1.3.127) 


dx? 


в котором функция }(х) имеет простой нуль в точке х==и и 


KO A)= BAM yn (), G(x, A= ХК" 0,0) при Ao, 


7.3. Задачи с точкой возврата 379 


применим сначала к этому уравнению преобразование 


z= (x), 2 =| VF (jar, y=v/Vq. (7.3.198) 


Тогда это уравнение приведется к виду 


Sat [Met ha (2, A)] v= Ag (г, 4), (7.3. 129) 
где 
9(2 (x), A) = PA (x) u(x, А+ РЗ (x) Pw), 
g(z(x), ^) = P®(x)G(x, ^), РЕ. (7.3.130) 
Уф (*) 


Предположив, что справедливы разложения 


& (2, =>, ^-" g, (2), 9 (2, => Ao" д» (2) при i — 00, 
(7.3.131) 


сосредоточим наше внимание на уравнении (7.3.129). 
Будем предполагать, что полное асимптотическое разложение 
частного решения задачи (7.3.129) и (7.3.131) имеет вид 


v=C (z, А) А A(z, ХТ (BE) Аз В(г, ^) Т' (8), Е=А?2, 


(7.3.132) 
где Т (=) определена в (7.3.124) как решение уравнения 
ЕТ, =т при |&|—oo, (7.3.133) 


В силу равенств 
AoC! -- Ам AIT + (АА + В’) Т' АВТ" = 
=C' +AB+A2/8(A’—AzB)T -- А (АА BT’, 
= С”-- 2 В’ + NA+ 21 (А"— 12 Az~AB—202B')T + 
-- Аз (2 А’— А12В + В") Т' 


du 
42? 


уравнение (7.3.129) принимает вид 
[(A2z + Aq) С - С" 2АВ' + № А— А + 
+ ^?/3 [А"”—АВ— 2^2В’ +-AgA] T + Аи? [2^ А’ + 
+ В" 98] Т’=0. — (1.3.134) 
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Для того чтобы соотношение (7.3.134) было тождеством, необхо- 
димо, чтобы коэффициенты в квадратных скобках обратились 
в нуль, т. е. чтобы были выполнены равенства 


(A2z-++ Ag)C +A2A—A2g +-24B'+C0"=0, — (7.3.135) 
2\2B’+AB—A"’—AgA=0, (7.3.136) 
QVA' +AgB+B"=0. — (7.3.137) 


Для решения уравнений (7.3.135)—(7.3.137) предположим, 
что имеют место формальные разложения вида 


A= > 17-°A, (2), B= "В, (2), C= Dp A“C,, (1.3.138) 
n=0 n= п=0 


и, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях А, по- 
лучим 
п- 1 


26; =#,—- A,, —2Bnai—Cra— 2 Wn-k-1 Ca; (7.3. 139) 


п-1 


22Ви + В, —9 Аи = Anat № 9"-. Ans (7.3.140) 


no} 


24An + 90Bn = — Ви aa? Qn-n By. (7.3.141) 


Здесь все коэффициенты с отрицательными индексами равны 
нулю по определению. Положив 


M,A,, ar An (2) те 2 Qn-k+1 (2) Ap (2), 


и, (г) = A, (2)+iVZB, (2), 
объединим уравнения (7.3.140) и (7.3.141) в одно уравнение 
2V zu), — и, =iM,4,-,—VzM,B,-, (7.3.143) 


(7.3.142) 


с общим решением 


. г 
и, = (а, +if,) е® [2 (2-19 [т-ы MLA,_, + 
5 
IMB yas Ot, t= Oy. Vy Qyeaee & (7.3. 144) 


Здесь а, и В, — произвольные постоянные и 


2 


9 (2) = } pet (7.3.145) 
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Поскольку коэффициенты с отрицательными индексами равны 
нулю, то при п=0 формула (7.3.144) принимает вид 


Uy == (0% + №) ec. (7.3.146) 

Следовательно, 
A, = cos8—f, т 0, 
VzB, =a, зш 0 - В, соз6. 


Поскольку 0 (0) =0, то для ограниченности В, при 2—0 необ- 
ходимо, чтобы В. =0. Далее, уравнение (7.3.139) при n=O 3a- 
писывается в виде 


(7.3.147) 


2С. =, — Ao. (7.3.148) 
Для того чтобы С, было ограниченным при 2—*0, необходимо, 
чтобы выполнялось 
A, (0) = gy (0) = a. (7.3.149) 
Тогда для и в первом приближении имеем 
py — So — Bo 0) 605, (0) cos OT (Е) + 1/3 g, (0) 2-м sin OT" (8). 
(7.3.150) 
При 49, =0 (т. е. 0—0) эта формула сводится к (7.3.175). 
Вообще, чтобы В„ были регулярными в точке г = 0, будем тре- 


бовать выполнения равенств В,„=0, a для регулярности C, 
в точке 2==0 будем требовать, чтобы 


a, = A, (0)=g, (0)—2Bn_. (0)—Ch_2 (0) — 
n-l 
— Bann (Cx (0), п=0, 1,2,.... (7.3.151) 


Следовательно, 


А, (2) = Gn cos 0 (2)—> | т- Маз [6 (2) — 0 (т)] M,A,_, dt — 
0 


— +. ( cos [0 (2) —0 (т) M,B,_,dt, (7.3.152) 


0 


И2В, (2) =a, sin 6(2г) +5 t~1/2 cos [0 (2)—0(2)] M,A,_,dt— 
0 


—+ | sin [9 (=) 6 (*)] M,B,-,dt. — (7.3.153) 
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Это общее решение было получено Тумаркиным [1959] и обо- 
сновано Кларком [1963]. 


7.3.8. Неоднородная задача с точкой возврата 
второго порядка 


В исследованиях по тороидальным мембранам с внутренним 
давлением Сандерс и Липинс [1963] столкнулись с неоднородной 
задачей, содержащей точку возврата второго порядка и описы- 
ваемой уравнением вида 


19 (x) y =12G (x), (7.3.154) 
где g(x) имеет двукратный нуль в точке х=и. Чтобы найти 


первое приближение к частному решению этого уравнения, по- 
ложим 


v 
@ (x) 2 = | Иа И. ) 
re 
и приведем уравнение (7.3.154) к виду 
£4 + (Met —8)u = (2), (7.3.156) 


в котором д и g определены соотношениями (7.3.37) и (7.3.117). 
Поскольку 6 =0(1), а А—большое число, то частное решение 
уравнения (7.3.156) задается приближенно уравнением 


40 A2z2y = 2 
ar t М2 = в (2). (7.3.157) 


Для нахождения приближенного частного решения уравнения 
(7.3.157) выразим g(z) в виде суммы трех слагаемых согласно 
равенству 


8 (2) =8 (0) +g’ (0) г- [8 (2)—в (0) —=" (0)г] (7.3.158) 


и определим частные решения, соответствующие этим трем членам. 
Если существует 2” (0), то частное решение, соответствующее 
последнему члену, приближенно задается равенством 


зи —в' (0 
vy, =8 a) g (Oz (7.3.159) 
равномерно для всех г. Для нахождения частных решений, 
соответствующих двум другим слагаемым в g (2), положим Ё = А 1/2 
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и преобразуем уравнение (7.3.157) к виду 


Sar 60 = Ag (0) + Ата” (0) &. (7.3. 160) 


Сандерс и Липинс [1963] определили две функции T, (&) и T, (&), 
удовлетворяющие условиям 


d?T. 1 

qe НТ, =1, =a при 18| — со, 

= | (7.3.161) 
ge + OT, =, Г. ="— при |] —+ 0. 


С помощью этих функций частное решение уравнения (7.3.160) 
может быть записано в виде 


v2 = Ag (0) Т, (Е) + Ав" (0) Т, (8). (7.3.162) 


Поэтому частное решение уравнения (7.3.157) приближенно 
задается равенством 


yp SOE OBO? ag (0) T, (E) +A2g’ (0)T,(E). (7.3.163) 


Совершив обратный переход к переменным х и у, можем полу- 
чить равномерно пригодное первое приближение к решению 
исходного уравнения. 


7.3.9. Задачи с особенностями в точках возврата 


Рассмотрим асимптотические разложения решений уравнения 


НИЕ [ag (x) +r (ly =0 (7.3.164) 


для больших А и при условиях 
= —p)*(1+0(x— 
q(x) = 9 (х в 0 (х— в], при x—+p. (7.3.165) 
г (х) = г, (х— в) * 1-0 (х— в], 
Задачи, рассмотренные в предыдущих разделах (в которых г, =0 
и а > 0), являются частными случаями настоящей задачи, в ко- 


торой г, = 0 и а может иметь отрицательные значения. При х—+ в 
уравнение (7.3.164) стремится к виду 


2 
Tat [29 (е-ф ид tet] y=0. = (1.3.166) 
Поэтому в качестве присоединенного мы выберем уравнение 


Sat (Att + v=o, (7.3.167) 
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решения которого выражаются в виде 
v= 21/28 (pz), 


bya, Batt, yo ot (7.3.168) 


Здесь цилиндрические функции 6, (t) удовлетворяют дифферен- 
циальному уравнению 
46, 
dt? 
Функции Бесселя, Неймана и Ганкеля (J, (#), Y, (t), A (t) и Н*(1)) 
являются частными видами цилиндрических функций. 
Исследование задач с особенностями в точках возврата было 
начато Лангером [1935]. Значительный вклад в изучение этих 
задач внесли также Кэшуэлл [1951], Олвер [1954], Свенсон [1956], 
Казаринов и Маккелви [1956], Эрдейи [1960] и Вазов [1965]. 
Чтобы определить асимптотические разложения решений урав- 
нения (7.3.164), введем в рассмотрение преобразование 


г=ф(х), v=p(x)y(x), 0) =ИФ, (7.3.170) 
которое приводит уравнение (7.3.164) к виду 


аа + | ря T oA | r(x) + ча ро. (7.3.171) 


Для того чтобы это уравнение приближенно совпадало бы с урав- 
нением (7.3.167), потребуем выполнения равенства 


xp" = q(x), (7.3.172) 


v+(1 №? \ 
— Fr} By =0. (7.3.169) 


откуда следует, что 


5 Peet 8? = Ид (т) ат. (7.3.173) 


a+ 


x 
-} 
Следовательно, уравнение (7.3.171) принимает вид 


aut (Att + +2)u=F(z)v, (7.3.174) 
где 
ee en 
Ра [лее |. (7.3.175) 
При x—+p 


2 2 ois 
2 ‘9+ Е V % (x— и) + 33, 
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откуда следует 
ф—+ gle» (х— и), o> 00а, пр GREED. т 176) 


Е=0( ). (7.3.177) 


х—ц 


Следовательно, первое приближение к UV задается решеннем 
(7.3.168) уравнения (7.3.167). Тогда у приближенно задается ра- 
венством 

x 1/2 


\ Иа (т) ат , 
gate es etal Иа |. = (7.3.178) 
Ия (х) И, 
Используя подход Олвера (п.7.3.5) и предположив, что 
v=A(z, А) Е, (2; ^) - В(2г, №) 5 (2; A), (7.3.179) 


где 5; и б, независимые решения уравнения (7.3.167), можно 
получить высшие приближения к решению уравнения (7.3.174). 


7.3.10. Задачи высшего порядка с точками возврата 


Интерес к задачам с точкой возврата для дифференциальных 
уравнений порядка выше двух обусловлен большей частью 3a- 
дачей о гидродинамической устойчивости параллельных течений. 
Линейная задача об устойчивости параллельного течения может 
быть сведена к решению так называемого уравнения Орра — 
Зоммерфельда (см., например, Линь [1955]) 


ф'\ — 22" + atp =iaR [Ч (у) — с] (9—2) — И” (у) Ф} (7.3.180) 


относительно амплитуды возмущения ф (у). В этом уравнении про- 
филь скоростей невозмущенного потока И (у) — известная функция. 
Параметры & и Ю являются положительными постоянными, 
представляющими собой волновое число возмущения и число 
Рейнольдса для потока соответственно. Параметр с — комплексная 
постоянная, действительная часть которой с, определяет волно- 
вую скорость, а мнимая часть с; —скорость затухания или воз- 
растания возмущения. Это уравнение, дополненное четырьмя 
однородными граничными условиями, при известных a и А обра- 
зует задачу на собственные значения с собственной функцией ф 
и собственными значениями с, и с;. Система является неустой- 
чивой при с; > 0, устойчивой при с; < 0 и при с; =0 находится 
в состоянии безразличного равновесия. 

Для больших «КЮ можно получить два независимых решения 
этой задачи в виде 


P=Po(y)+(eR)- Oy) +... (7.3.181) 
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Два других решения могут быть получены в виде 
g set VERE ЦИ — 0-9 ав) + «J, (7.3.182) 


у 
где C= | Vi(U—c) dy. Вышеприведенное решение нарушается 


Yo 
в окрестности нулей функции И —с, которые являются точками 
возврата для уравнения (7.3.180). 

Толлмин [1947] и Вазов [1953] получили равномерно пригод- 
ные асимптотические решения первого порядка для уравнения 
{7.3.180). Полные равномерно пригодные разложения были полу- 
чены Лангером [1957], [1959а], Рабенстайном [1959], Линем и 
Рабенстайном [1960], [1969]. К. Там получил для уравнения 
(7.3.180) равномерно пригодные разложения с помощью метода 
многих масштабов. Задачи с точкой возврата для уравнений n-ro 
порядка изучал Сибуя [1963a], [19635]. 


7.4. Волновые уравнения 


В этом параграфе мы опишем некоторые из известных мето- 
дов, с помощью которых можно определять приближенные ре- 
шения задач с линейным волновым уравнением и связанных с ними 
эллиптических задач. При описании этих методов мы будем ис- 
пользовать волновое уравнение вида 


с? (г) V20—v4, —@5(r) 0 = с? (г) в (г) ef” (7.4.1) 
Положив 
и=и (г) ей, (7.4.2) 
придем к уравнению 
Узи Е? п? (г) и = а (г). (7.4.3) 


Здесь А и п представляют собой волновое число и коэффициент 
преломления и задаются равенствами 


w 2—0 (г) © 
=, И, (7.4.4) 
где с — некоторая характерная скорость. В этой задаче будем 
предполагать, что д —детерминированная функция, в то время 
как п может быть случайной функцией. Таким образом, резуль- 
таты могут быть применены к распространению волн в cryuannen 
среде. 
При постоянном п однородная задача допускает решение в виде 
плоской ВОЛНЫ 


и = Aeink-r, | (7.4.5) 
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где Аб— постоянная. Решение неоднородной задачи задается 
интегралом 

ink |г-Ё| 


u=—[e@ Sa, (7.4.6) 


xe 


где переменный вектор § пробегает объем рассеяния У. Если, 
однако, п не является постоянной величиной, будем искать асимп- 
тотические разложения решений уравнения (7.4.3). Выбор того 
или иного асимптотического метода для получения приближенного 
решения зависит от значения А и характера пространственного 
изменения 1. Если п мало отличается от постоянной, то можно 
применять так называемое разложение Борна, разработанное 
физиками, или разложение Неймана, разработанное математиками, 
а также методы перенормировок или метод Рытова. Если же 
значения ^ велики, а п—медленно меняющаяся функция состоя- 
ния, то можно использовать метод геометрической оптики. Хотя 
эти методы были разработаны для детерминированных задач, они 
могут быть использованы также в стохастических задачах. Для 
последних мы опишем также так называемый метод сглаживания, 
который является аналогом метода усреднения, рассмотренного 
в гл. 5. Область применения этих методов и дальнейшие ссылки 
читатель может найти в книгах Чернова [1960], Татарского [1959], 
Бабича [1970], [1971] и в обзорной статье Фриша [1968]. 


7.4.1. Разложение Борна — Неймана и диаграммы Фейнмана 


Эта методика применима в случае, когда п мало отличается 
от постоянной. Будем считать, что при этом А и п нормированы 
таким образом, что постоянная составляющая п равна единице. 
Тем самым мы получаем возможность записать nN? в виде 


п? = 1 ах (Г), (7.4.7) 


где в мало, а у=0О(1). Для статистической задачи мы будем 
предполагать, что случайная функция х от переменной г центри- 
рована таким образом, что ее среднее значение, обозначаемое 
через <y>, равно нулю. Для получения разложения Борна [1926] 
положим 


wo 


u= > =”. (7.4.8) 


т=0 
Подставив это разложение в (7.4.3) и приравняв с учетом (7.4.7) 
коэффициенты при одинаковых степенях &, получим 
Г (ив) = 8, (7.4.9) 
L(tp)=—RyUn-, для m>h | (7.4.10) 
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Здесь оператор Ё определен равенством 
[= У ?. (7.4.11) 


Уравнения (7.4.9) и (7.4.10) могут быть последовательно ре- 
шены. Для некоторого заданного т правая часть (7.4.10) счи- 
тается известной из решения предыдущего уравнения. Следова- 
тельно, решение задается равенством 


ит (г) = — 2 | x (Pm) ит (ги) бо (г; го) г т, (7.4.12) 
у 
где г„— переменный вектор, пробегающий объем рассеяния V, 
а С, — функция Грина свободного пространства: 
glk |г-Е 


С. (г, Е (7.4.13) 


При в ==0 уравнение (7.4.9) допускает следующее решение в виде 
плоской волны: 


ig=Ae™, (7.4.14) 
где А — постоянная. Тогда из (7.4.12) имеем 
и, = — А? y(r,) eGo (г; ry) dry, (7.4.15) 


у 


и, = Айа | y (ry) (г) ем" Ga (г; г,) 6, (гу; ги) ат, dry, (7.4.16) 


у 


Un =A (—1)"k?” \ Х (г, )х (г,). . Хх (Ein) X 
и 
хо г троса Ty) at dry. аб.. 
(7.4.17) 


Член eu, в этом разложении называется первым приближением 
Борна, а член =”и„— т-м приближением Борна. 

Если ух— центрированная случайная функция г, то среднее 
значение функции и можно получить, усреднив (7.4.8). В резуль- 
тате будем иметь 


<u> = Aer + Aesth \ <, (га) x (г) ео (г; га) Со (гу; га) ar, dry +... + 


у 
+ A (—e)mee™ | < (г) x (г)... (Хх 
у 
Же“ Go (Г; Ги) Со (Г; Гт-1). + - Со (Г; Г) dr, dr,...dt,+...- 
| (7.4.18) 


Усредненные величины <х(г,)х (г,)...х(г„)> зависят OT располо- 
жения точек г,, г,,..., Г», Так как для большинства случайных 
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сред существует масштаб корреляции / (т. е. значения х в точках, 
отстоящих друг от друга на расстоянии, превышающем /, не кор- 
релированы). Чтобы получить зависимость от масштаба корреля- 
ции, разложим эти усредненные величины в ряды по расширяю- 
щимся группам переменных следующего вида: 


< (г, )х (г.)> = К (г, г.), 
XX (г,) Х (Fe) xX (гз)> = (г, Г., Гз), 
<x (г, ) х (Pa) х (Fs) Х (г‹}> = (M1, г,) К (Pg, Fa) +R (ги, гз) R (PQ, г.) + 
+R (ty, га) К (ay г.) +R (Г, Fe, Го, Га), (7.4.19) 
< (г,) Хх (г.)...Х(ги)> а” Ge wey Se) К (51 +. +s Se) Х 


Хх К (11, oes Nk,)) 


где k; >> 2. Так, суммирование в последнем уравнении проводится 
по всем возможным разбиениям множества точек г,, г,, ..., Г» на 
группы, содержащие по крайней мере две точки. Если х — центри- 
рованная гауссовская случайная ункция, то все корреляционные 
функции обратятся в нуль, за исключением двухточечных корре- 
ляционных функций. С помощью (7.4.19) и (7.4.18) можно полу- 
чить для <u> выражение, зависящее от А-точечных корреляци- 
онных функций. 
При в==0 частное решение уравнения (7.4.9) имеет вид 


и (г) = Ме = \g (го) Go (Г; Го) ary. (7.4.20) 
у 


Тогда из (7.4.12) имеем 
и» (г) =(—1)7k*” | В (го) х (г,)х (Fe) «XP m) бо (Г; Pm) x 
У 
Х Gy (Ги; Гт-1). + -Go (Pos 11) Go (Га; Го) ary аг....4„ (7.4.21) 


или, в операторной форме, 
и» = (— Му)" Mg, © (7.4.22) 


где оператор М определен в (7.4.20). Поэтому имеет место 
и (г) = Ме-- У =” (— Е2Мху)" Mg. (7.4.23) 
т=1 


Этот ряд математики называют также рядом Неймана. К этому 
ряду можно прийти также, обратив соотношение (7.4.3) в интег- 
ральное уравнение 

| u=Mg—ek*Myu (7.4.24) 


и решая его методом последовательных приближений. 
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Из (7.4.23) можно определить функцию Грина С для урав- 
нения (7.4.3) в виде 


С(г; го) == бо (г; го) ей? { х (г, Gy (г; г) Go (газ го) а, + 
02h! | x (ry) x (г) Go (г; гь) бо (Pes гл) Go (газ го) г, dry -- 


ete (= rere \ Х (г!) % (Pa). +X (Ги) Go (Г; Ги) Хх 
Хх Go (Ги; Гр 1). . : Go (Г; га) Go (гу; го) dr, dr,...dr,,--.... (7.4.25) 


В операторной форме эта функция будет иметь вид 
G=D(GL)"G,, ’  —— Е? (г) ф (г). (7.4.26) 
m=0 


Этот ряд был представлен Фришем [1968] с помощью, как он 
назвал, „голой“ диаграммы. При этом он использовал следующие 
условные обозначения: С, представляется сплошной линией, 
а „— точкой. Тогда G представляется диаграммным рядом 


+... (7.4.27) 


С= 


+——+ 
Г г г тг го г! го 


Этот ряд физически интерпретируется с помощью многократного 
рассеяния. Член с номером т соответствует волне, которая сво- 
бодно распространяется от г, к г,, рассеивается на неоднород- 
ностях в г,, распространяется свободно до г,, рассеивается на 
г, И так далее. Фриш [1968] представил двойную функцию Грина 
(тензорное произведение функции G на комплексно сопряжен- 
ную величину) 


GQG=G(r; г.) G (Е; &) 


в виде следующего ряда двойных „голых“ диаграмм: 


г то т т шк хо 
с®б= + + + 
r 7} хо 
+ cee 
Б & kb 


Здесь каждая двойная диаграмма соответствует тензорному про- 
изведению оператора, представляемого верхней линией, на опе- 
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ратор, комплексно сопряженный оператору, представляемому 
нижней линией. 

Если х— центрированный случайный процесс, то <G> может 
быть представлено следующим „одетым“ диаграммным рядом 
(Фриш, [1968]: 


(7.4.29) 


В этом диаграммном ряде использованы следующие условные 
обозначения: 

(1) Точки, принадлежащие данной группе, соединены пунк- 
тирной линией. 

(2) Каждой „голой“ диаграмме, содержащей функцию х в виде 
& множителей, мы сопоставляем столько „одетых“ диаграмм, 
сколько существует разных разбиений множества г, To, ..., Г» 
на группы, содержащие по крайней мере две точки. 

(3) Для вычисления по „одетой“ диаграмме сплошные линии 
следует заменить на Gy, пучок пунктирных линий, оканчиваю- 
щихся вг,, fy, ..., Г, на множитель | 


(— 22?) Ю (г, fo, ..., Us), 


а интегрирование следует проводить по всем промежуточным 
точкам. Так, имеем 


--- 


а. = г Gale г.) Со(г; га) Со(га; Го) (гл, го) dr, dr. 


(7.4.30) 


om neon 


uns ЗЕ Cape ome: men) | бог; га) бо(га; го); г.) бога; г) (га ; го) 


x R(r,, г.)В(гз, r,) dr, dr, dr, dr, 
(7.4.31) 
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Аналогично, ковариацию <G(%)G> можно выразить в виде сле- 
дующего ряда „одетых“ двойных диаграмм: 


— —— 
<G@®G>= + i 
— РР RAE, ——— ——— Го У 


(7.4.32) 


Здесь имеем, например, 


To 


ae ==. 
| = eit [ бутгьдбин об EDGE Bd 


x К(т,, Е,) dr, dg, 


{ # ® 
(7.4.33) 
eos 
i \ 
х го г ro 


= КСЕ; 5 | Gur F2)Go(Ta; г) бог; Го) 
x В(г», г) dri dr, 
g fo 
В случае гауссовской случайной функции не обращаются в нуль 
только двухточечные корреляционные функции; следовательно, 
в (7.4.29) такие диаграммы, как 3 и 7, а в (7.4.32) такие, как 5, 
исчезают. 

Представление формальных рядов возмущения с помощью 
диаграмм впервые применил Фейнман [1948]. Эти диаграммы, 
называемые диаграммами Фейнмана, пшроко используются в ста- 
тистической термодинамике (см., например, Пригожин [1962], 
в задаче многих тел (см., например, Ван Хов, Гугенхольц и 
Хауленд [1961]) и в квантовой электродинамике (см., например, 
Балеску [1963]). Для решения линейных стохастических урав- 
нений диаграммы Фейнмана первым применил Крайхнан [1961]. 
При исследовании распространения волн в случайной среде 
диаграммы Фейнмана были введены в рассмотрение Бурре [1962а], 
[19626], Фуруцу [1963] и Татарским [1964] для случая гауссо- 
вых процессов и Фришем [1965] —в общем случае. 
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Фриш [1968] показал, что разложения, полученные в этом 
пункте, являются расходящимися. Более того, он показал также, 
что эти разложения содержат вековые члены, из-за которых 
пригодность этих асимптотических разложений ограничивается 
малыми значениями аргумента. Поскольку величина <y(r,)X 
Хх(Г,).. .х(г.„)> равна сумме двухточечных корреляционных 
функций в количестве 1.3.5...(2т— 1), то это число слагаемых 
быстро растет с увеличением т, и это обстоятельство является 
еще одной причиной, обусловливающей расходимость разложе- 
ний (7.4.29) и (7.4.32), Шкарофский [1971] модифицировал разло- 
жение Борна для случая обратного рассеяния на турбулентной 
плазме, чтобы исследовать явление насыщения и поперечной 
поляризации. Рэлей [1917] разработал метод улучшения равно- 
мерной пригодности таких разложений, с тем чтобы разложение, 
полученное им для однократного рассеяния на тонком слое, 
сделать пригодным для многих слоев. Эта методика называется 
перенормировкой. Она была развита и расширена рядом иссле- 
дователей (см. следующий пункт). 


7.4.2. Методы перенормировки 


Чтобы проиллюстрировать природу неравномерности, которая 
может возникнуть в разложении Борна (Неймана), и наметить 
пути ее устранения, рассмотрим простой пример 


u” 3 (в) и=0, и(0)=1, (7.4.34) 


где Е — постоянная, определяемая равенством 
м 
k= Derk, (7.4.35) 
n=0 
Уходящие волны задаются точным соотношением 


N 
u= ek ®@* —exp (ix Derk, ). (7.4.36) 
n=0 


Однако разложение Борна, полученное для (7.4.34), имеет вид 


feo) 


N m 
ие" У. 1 (ie Ser = 
m=0 n= 1 
ео» |1 + iek,x +e? (и ви) + 
fer (вх вн — inte | re eal (7.4.37) 


Очевидно, что это разложение пригодно только для коротких 
расстояний и нарушается, когда значения k,xX имеют порядок 
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О (=-*) или больший. Источник неравномерности можно обнару- 
жить, сравнив это разложение Борна с точным решением (7.4.36). 


М 
р ix УЕ” 
азложив в точном решении выражение ехр\| tx 8 Кн в ряд 
n=l 
N 


Тейлора по величине ix >) e"k,, разложив, далее, выражение 
nsl 
{/ N 


т 
(Ser, по степеням € и сгруппировав члены с одинаковой 
n=l 

степенью &, можно получить из точного решения разложение 
Борна. Хотя ряд Тейлора, полученный разложением ехрф по ф, 
сходится равномерно и абсолютно для всех значений ф, конеч- 
ным числом членов ряда нельзя приблизить значение ехрф 
с заданной точностью для всех значений ф. Следовательно, любое 
равномерно пригодное для всех ф разложение функции exp ф 
должно совпадать с самой функцией ехрф. Таким образом, чтобы 
из (7.4.37) получить разложение, равномерно пригодное для зна- 
чений x порядка O(e74), следует просуммировать последова- 
тельность 


L+iekx+... +(iek,x)@/m! +... 
Эта сумма равна exp (ik,x). Тогда (7.4.37) принимает вид 


© № т 
и==ехр [i (ky +ek,) х] У, Awd ey = 
Е R=? 


m=0 


= exp [i (ko Ней.) x] (1 пех Е хе --... ) . (7.4.38) 


Это разложение нарушается при А,х =0 (=-?). Чтобы увеличить 
область пригодности этого разложения до значений x =O (&-?), 


a 
следует провуммировать последовательность У (ie2k,x)"/m!. Если 
m=0 


не известна явная функциональная зависимость, TO эффективным 
методом суммирования этих последовательностей является метод 
многих масштабов гл. 6. Суммирование вековых членов можно 
также произвести другим способом — методом перенормировки. 
Метод перенормировки был первоначально разработан Рэлеем 
[1917] с целью обобщить свои результаты по рассеянию на тон- 
ком слое на рассеяние на многих слоях. Для однократного 
рассеяния на одном слое он получил разложение вида 


и == ея (1 + jeux). (7.4.39) 


Чтобы получить решение, пригодное для многих слоев, он при- 
дал этому разложению вид экспоненты, т. е. записал его в виде 


и =ехр [i (ky + ep) x]. (7.4.40) 
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a 


Таким способом он эффективно вычислил сумму У (ienx)/m! 
т=! 


последовательности вековых членов. Процесс суммирования раз- 
ложений с целью сделать их „более“ равномерно пригодными назы- 
вается перенормировкой. Эта методика была заново открыта 
Притуло [1962], о чем говорилось в $ 3.4. 

Чтобы расширить область равномерной пригодности двучлен- 
ного разложения Борна и=и,--ви!, придадим ему следующий 
экспоненциальный вид: 

Ц = Шей ио. (7.4.41) 


Если для и, имеем и, = А,ехр 25, (г), то тогда 
и = Ае®, (7.4.42) 


где А = А, ехр [ Re(u,/u,)] и S=S,+e Im (u,/u,). 

Метод перенормировки был расширен, что позволило полу- 
чить кинетические уравнения для слабо нелинейных систем 
(см., например, Ван Хов [1955], [1957]; Пригожин [1962]; Ба- 
леску [1963]; Альтшуль и Карпман [1965]). В соответствии ¢ этим 
методом последовательности вековых членов выделяются и сум- 
мируются с применением диаграмм Фейнмана или без них. Сум- 
мирование главных последовательностей вековых членов приводит 
к квазилинейным уравнениям. 

Метод перенормировки широко применялся также при изу- 
чении распространения волн в случайных средах (см., например, 
Татарский [1959, глава 6]; Келлер [1962]; Kapaa и Келлер [1964]. 
Итак, чтобы расширить область равномерной пригодности раз- 
ложения для <G> из (7.4.29), придадим величине <G> экспонен- 
циальный вид 


<G> =G,e". (7.4.43) 
Следовательно, первая перенормировка дает 
G 
= G, $ (7.4.44) 


где 
G, =erh! | Со(г; гь) Go (газ ги) бо (гу го) В (газ г,) dr, dry. (7.4.45) 


Бурре [1962а], [19626], Фуруцу [1963], Татарский [1964] и 
Фриш [1965] использовали диаграммный метод суммирования 
для нахождения уравнений перенормировки произвольного по- 
рядка. Татарский [1964] расположил диаграммы для <G> и 
<G(X%)G> таким образом, что удалось обнаружить, что эти диа- 
граммы соответствуют разложениям Неймана для двух интеграль- 
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ных уравнений с двумя ядрами, имеющими бесконечное число 
членов. Для случая, когда показатель преломления является 
`центрированной гауссовской величиной, диаграммное разложение 
для <G> имеет вид 


12 13 14 
=.-- ers. --- > 
x / ` 
“wee? о 
15 16 17 ы 
==> 2х eet 
a Pre <, ^ A ie wa “ ow в. 
+ щи 
¢ 
` и ` и 
ке ме" 
18 19 20 
>>. ----- ott, 
rhe aN „7 ony ` тм aN 
on on 8 and x ‘ “Ss . 
О tp + 
` и 


(7.4.46) 


Для получения интегрального уравнения для <G> с ядром, 
состоящим из бесконечного ряда, рассмотрим топологию диаграмм 
в (7.4.46). Введем следующие определения. 

(1) Диаграммой без концов будем называть диаграмму с уда- 
ленными внешними отрезками сплошных Линий. Так, например, 


диаграмма 2 без концов имеет вид г“ ‚ а диаграмма 4 без 
аа. 
концов имеет вид 24 \ 

(2) Диаграмма без концов называется связной, если ее нельзя 
разбить на две или более диаграммы, не разрывая’ни одной 
пунктирной линии. Диаграммы 4, 5, 10, 11 и 13—20 являются 
связными, в то время как диаграммы 3, 6, 7, 8, 9 и 12 не явля- 
ются связными. Несвязные диаграммы могут быть разбиты на 


множители; например, диаграмма ое mY 
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может быть записана в виде произведения следующих пяти диаг- 


oa “en 
7 Z ` 
х й ` 


. f ` 
а ee в 


(3) Массовым оператором О, обозначаемым через @, называется 
сумма всевозможных связных диаграмм, входящих в <G); т. е. 
имеем 


- oer --- - 
eee 77 OPS N > 


Г \ им oN и. М 
e= ———6 ++ 4 +. 
(7.4.47) 
Все несвязные диаграммы, состоящие из двух связных диаг- 
рамм, встречаются В сумме диаграмм вида e———® ‚а все не- 
связные диаграммы, состоящие из трех связных диаграмм, 


встречаются в сумме диаграмм вида ¢———e#———e. Из ска- 


занного следует, что величина<@>, обозначаемая линией == , 


описывается следующим уравнением Дайсона (Татарский [1964]): 
eS (7.4.48) 


или в аналитическом виде 


<@ (г; го)> = бь(г; го) | бо (г; ги) © (га; г.) <G (гь; го)> dry dr. 
(7.4.49) 


Аналогичное уравнение, введенное впервые Дайсоном [1949], 
широко использовалось в квантовой электродинамике, квантовой 
теории поля и в задаче многих тел. Если функция х однородна, 
то массовый оператор @ инвариантен по отношению к переносу 
и представляет собой оператор свертки, преобразование Фурье 
которого является оператором умножения на обычные функции. 
Следовательно, совершив преобразование Фурье в (7.4.49), получим 


GM) ран 9 9 <6(и)>, (1.4.50) 
коль скоро 
1 
G, (*) ==. (7.4.51) 


Разрешая уравнение (7.4.50) относительно <G(%)>, получим 


| 
<G (%)> = OH) (7.4.52) 


Таким образом, при известном @ величина <G> может быть 
найдена обращением <G(%)>. Однако точное выражение для Q 
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так же трудно найти, как и выражение для <G>. Поэтому при- 
бегают к приближенным методам определения О. Простейшее 
приближение, основанное на уравнении Дайсона, соответствует 
удерживанию в массовом операторе только первого члена. Имеем 
при этом 


-=т- 


—— а fe СЕЙ (7.4.53) 
или, в аналитическом виде, 
<G (г; г)> = 
= Go (г; го) + 22° | Go (г; г) бо (tas г») R (г; Pe) <G (газ Го)> ar, ary. 
(7.4.54) 


Это уравнение, называемое первым уравнением перенормировки, 
в диаграммном виде было введено в рассмотрение Бурре [196242], 
[19625]. 

Следует отметить, что уравнения (7.4.49) и (7.4.54) не могут 
быть решены методом итераций, поскольку это привело бы 
к появлению вековых членов. Варватсис и Сансер [1971] полу- 
чили приближенное решение уравнения (7.4.54) в виде 


<С (г; го)> = Go (г; Го) €8°F2/%, (7.4.55) 
где 
Gy =" | бо (г; ty) Go (гл; Г») бо (гы; го) R (г; te) dry dry. (7.4.56) 


Это решение равным образом годно как для однородных, так и 
для неоднородных сред. Мы пришли бы к этому же решению, 
записав выражение <С(> =(,--=?(, в экспоненциальном виде. 

С помощью диаграммной техники Татарский [1964] и Фриш 
[1968] получили следующее уравнение Бете —Салпетера для слу- 
чая, когда показатель преломления является гауссовским цент- 
рированным процессом или имеет общий вид 


<G@G>= + <G@G> (7.4.57) 


Здесь оператор интенсивности ва состоит из всех связных 


диаграмм без концов, входящих в разложение для <GQ)G>, т. е. 
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имеем 


x + вое 


и 
НЕЕ 
+ 


Впервые это уравнение было введено Салпетером и Бете [1951] 
при рассмотрении релятивистских задач со связанным состоянием. 


7.4.3. Метод Рытова 
Для получения приближенного решения уравнения 
Уи +k? [1 + вх (г)] и =0 (7.4.59) 
положим, следуя Рытову [1937] (см. также Татарский [1959, 
стр. 121—128]; Чернов [1960, стр. 58—67], 
и =е? (7.4.60) 
и преобразуем (7.4.59) к виду 
Vp + Уф. Уф + А? (1 -- ey) =0. (7.4.61) 


Предположим теперь, что допускает следующее асимптоти- 
ческое разложение: 


p = Zev, (r). (7.4.62) 


Подставив (7.4.62) в (7.4.61) и приравняв коэффициенты при 
одинаковых степенях &, получим 


Уфо + Уфо - Уфо = — Ат, (7.4.63) 
VP +29 Уф =— ky, (0.4.64) 
Уф. -- № Уф 9, -„=0, n>2, (7.4.65) 


Эти уравнения могут быть решены последовательно. Полу- 
чающееся при этом age ene в точности соответствует разло- 


жению Борна и = 2 eé"u, для уравнения (7.4.59). Действительно, 


разложение Рытова может быть получего из ряда Борна, если 
последнему придать экспоненциальный вид. Полагая 


x ВИ ~exp( Da en) т (7.4.66) 


\т= 
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разлагая экспоненту при малых € и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях &, можно получить для первых членов 


Шо =e, и, ==еФир, ие (+58) , 
| (7.4.67) 
uy =e (othe +z Ht). 


Таким образом, разложение Рытова представляет собой резуль- 
тат перенормировки разложения Борна и, следовательно, должно 
иметь более широкую область равномерной пригодности, чем 
разложение Борна. Однако этот вывод представляется спорным 
(Хафнагель и Стэнли [1964]; де Вольф [1965], [1967]; Браун [1966], 
[1967], Фрид [1967]; Хайдбредер [1967]; Тейлор [1967]; Стробен 
[1968]; Сансер и Варватсис [1969], [1970]. 


7.4.4, Приближение геометрической оптики 


Целью нашего рассмотрения является получение асимптоти- 
ческого решения уравнения 


Уи +k2n? (г) и =0 (7.4.68) 
для больших волновых чисел Е (т.е. для малых длин волн 


А =2л/Е). Для больших К решение уравнения (7.4.68) допускает 
асимптотическое разложение вида (Келлер [1958]) 


и = eS У (ik) u,, (г). (7.4.69) 
m=0 
Подставляя (7.4.69) в (7.4.68) и приравнивая коэффициенты при 


одинаковых степенях А, получаем 
VS-VS == п? (г), (уравнение эйконала) (7.4.70) 
2VS- Уи, -- и, У?5 =0, (уравнения переноса) (7.4.71) 
25. Уи, tun VS == — Vy) для т |. (7.4.72) 


Уравнение (7.4.70) может быть решено методом характеристик, 
т. е. с помощью уравнений 


аг 

= 2455, | 

dS 

== an’, (7.4.73) 


3 (VS) =A (и), 
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где о — параметр, а А — множитель пропорциональности. Исклю- 
чив VS из первого и третьего уравнений, получим 


4/1 dr 
tla) —2An Уп. (7.4.74) 


Тогда решение второго уравнения в (7.4.73) имеет вид 


S=S, + { 2an? [г (т) ат, (7.4.75) 


Oy 


где г(с) —решение уравнения (7.4.74) при начальных условиях 
r(o,)=r,, dr(o,)/do =r,. Положив 24=n-! и считая oO длиной 
дуги вдоль лучей, можем переписать (7.4.74) и (7.4.75) в виде 


5 |r ( (0) S| = уп, (7.4.76) 


Sas ( п [г (т)] dt. (7.4.77) 


Oy 
Вдоль лучей уравнение (7.4.71) принимает вид 


оп [г (о) 2 + шоу 2$ [r (с)] = 
Решением этого уравнения является функция 


fey 
у25 
Uy = Uy [Г (0%) exp |+ on Biron т}. (7.4.78) 


Аналогично, решением уравнения (7.4.72) будет функция 


в Up [г (60)] 


а 
шо [г (@)] __ (`У?ит- г (т)] во [г (0)] 
) 2п [г (т)] шо [г (т)] a, et) 


бо 


где с— постоянная, определяемая из начальных условий. 

Разложение, полученнсе в этом пункте, является непригод- 
ным на каустике (т. е. на поверхности, огибающей лучи), 
границах тени, в фокусах лучей и в окрестности источников. 
В таких областях соседние лучи пересекаются, и площадь по- 
перечного сечения трубки лучей сбращается в нуль. Поскольку 
в трубке лучей энергия сохраняется, амплитуда поля в этих 
областях должна быть бесконечной. Ниже будет показано, что 
на каустике поле является неограниченным; в следующем пункте 
будет получено разложение, пригодное всюду, в том числе и на 
каустике. 
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Для того чтобы показать, что разложение этого пункта на- 
рушается на каустике или в ее окрестности, рассмотрим частный 
случай п (г) =1. Из (7.4.76) имеем, что в этом случае лучи яв- 
ляются прямыми линиями, а из (7.4.77) следует, что $ ==5, — 
—0,--0. Выразим теперь решения уравнений (7.4.71) и (7.4.72) 


каустина 


Рис. 7.1. 


в координатной системе, отнесенной к каустике, которую будем 
предполагать гладкой и выпуклой. На рис. 7.1 изображена 
точка Р, расположенная вне каустики, и два луча, проходящие 
через нее. Выбрав на каустике некоторое направление, мы тем 
самым введем направление на каждом луче, который обязательно 
касается каустики в некоторой ее точке. Таким образом, каж- 
дая точка Р, лежащая вне каустики, располагается на двух 
лучах, один из которых направлен от каустики, другой направ- 
лен к ней. 

Для двумерного случая обозначим через $ длину дуги вдоль 
каустики и через о—длину отрезка луча от точки касания до 
точки Р. Таким образом, местоположение точки Р определяется 
числами $, и о, или $, и O,. В этих координатах радиус-вектор 
г точки Р задается равенством 


г—= Г, (5) - ое, (7.4.80) 


где г—=г, ($) — уравнение каустики, ае, = (г, /45 —единичный век- 
тор, касательный к каустике. Поскольку de,/ds =p71e,, где 971 — 
кривизна в соответствующей точке каустики, то, дифференцируя 
(7.4.80), будем иметь 


dr =e, 45 Ре, do+— e, ds. 


Заменив переменные о и $ на 


E=s, y=s-+to, (7.4.81) 
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получим 
: e, dé. (7.4.82) 


dr =e, dn+- 


Следовательно, имеем 


= т Ее, (7.4.83) 


[ео Е 0489 


С помощью равенств, получаемых из (7.4.81), 
Эд д дд 


можно о (7.4.83) и (7.4.84) в виде 
д 
У = Ге, re 6 (5—5) Ce, 
19 [4 da of of 
Le 1 2 [of tole om) [ea os) 
Рассмотрев частный случай S(s, 0,)=$-0., будем иметь 
5 ($, 9) =$ 0. (7.4.86) 


(7.3.85) 


Эта функция является двузначной в соответствии с тем, направлен 
ли луч от каустики или к ней. Используя в (7.4.78) и (7.4.79) 
соотношения (7.4.85) и (7.4.86), получим 


шо (5, 0) = uy (s, 0) V2, (7.4.87) 
Um (8, 0) =U (S, о) ну" Um-1(S, т) ат. (7.4.88) 


Эти функции не ограничены при о —+0 (т. е. на каустике). Мо- 
дифицированное разложение, пригодное всюду, включая и окрест- 
ность каустики, получено в следующем пункте. 


7.4.5. Равномерное разложение на каустике 


Для нахождения разложения, пригодного на каустике, мы 
должны в первую очередь определить размеры области неравно- 
мерности и форму решения в этой области. Положим с этой 
целью в (7.4.68) 


и = (г, К) ek ® (7.4.89) 
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и, полагая п (г) = 1, получим 
кр [1 —(VS)?] + ik (295. уф-- фу?5) + узр=0. (7.4.90) 
Предполагая, что главным является член, пропорциональный R2, 
получим 
VS-VS=1 (уравнение эйконала), (7.4.91) 
ik (255. Уф-- фу?5) + Vp =0. (7.4.92) 
Возьмем в качестве решения уравнения (7.4.91) функцию $ =$--0. 
Тогда (7.4.92) примет вид 


(исчо 
(7.4.93) 


Чтобы выявить характер решения уравнения (7.4.93) в окрест- 
ности каустики, подвергнем это уравнение преобразованию рас- 
тяжения 

т=А^№, АО, 
и получим 


а (25 4 г) 


т 


+ 
яя) + (5 —# 5) [2 (=— в?) vee 
(7.4.94) 


Параметр А определяется из требования, чтобы наибольшая сте- 
пень Ё в выражении в фигурных скобках (в том выражении, 
которым мы пренебрегли в главном члене прямого разложения 
в предыдущем пункте) была бы равна степени & в первом члене 
(т. е. в главном члене при разложении по лучу). Это означает, 
что мы полагаем 


1 


ТА = 44, =z. (7.4.95) 
Тогда при А —> со уравнение (7.4.94) стремится к виду 
(оф, BV, р 9 [1 9\ _ 
(9) =0. (7.4.96) 
Полагая в нем 
2 
ф=е-И*/3р' У (2), z=, (7.4.97) 
р Из 
придем к уравнению 
av 0, (7.4.98) 


dz* 
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решениями которого являются функции Эйри Ai(—z) и ВЕ (— 2) 
(см. п. 7.3.1). Если бы мы проанализировали поведение решения 
в окрестности границы тени, мы бы нашли, что решение должно 
быть выражено в функциях Вебера или функциях параболиче- 
ского цилиндра. Теперь мы можем либо срастить это внутреннее 
разложение с внешним разложением, полученным в предыдущем 
разделе, и с другим внешним разложением внутри каустики 
(Бюшал и Келлер [1960]), либо построить одно равномерно при- 
годное разложение по примеру разложений в задачах с точкой 
возврата (см. $ 7.3). 

Следуя Кравцову [1964а], [19646], Людвигу [1966] и Зауде- 
реру [19705], будем искать асимптотическое разложение вида 


и = е#8 0) fet, ву о (я Ale, в)" [3/3 @ yh, (7.4.99) 


где 9 и ф определяются в процессе вычислений, a V(z) задается 
с помощью (7.4.98). Подставив (7.4.99) в (7.4.68), используя ра- 
венство V’’’ +-zV’+V =0 и приравнивая нулю коэффициенты при 
Vu V’, получим 
— k*g [( V6?) + ф (Vp)? —1]—2k?*phVO-Vo@ + ik [2%0-уд-- ву?0 

+ 2фУф- УЛ -- ФАУ?ф + 1 (Уф)*] -- Ув =0, (7.4.100) 
— k*h [(V8)? + ф (УФ) — 1] —k*gV9- Уф + tk [2Уф- Уд вУ?ф + 

- 259. ув йу?0] -- у2й =0. (7.4.101) 


Коэффициенты при А? в (7.4.100) и (7.4.101) обращаются в нуль 
при условиях 


(V8)? + 9 (УФ)? = 1. 
90-УФ =0. (7.4.102) 
Чтобы решить получающиеся уравнения, положим в них 
g(r, во ®) HRB (N+... , sacs 


h(r, Е) =, (r) +k, (r)+... 


и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях А-!. Урав- 
нения первого порядка имеют вид 


298-Удь-- GV 79+ 29 VP: Thy + Phy УФ + № (79) 0, (74 194) 
27ф- Ув, + 2oV2P + 250. У, А, у?0 =0. ^^” 


Уравнения (7.4.102) эквивалентны уравнению эйконала (7.4.70), 
в то время как уравнения (7.4.104) эквивалентны уравнению 
переноса (7.4.71). Аналогичные уравнения получил Фаукес [1968, 
часть IJ] с помощью метода многих масштабов. 

Система (7.4.102) представляет собой нелинейную систему 
уравнений, которая является эллиптической при ф < 0 (теневая 
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область), гиперболической при g>O (освещенная область) и 
параболической при ф =O (каустическая кривая или поверхность). 
Для выпуклой и аналитической каустики системы (7.4.102) и 
(7.4.104) могут быть решены разложением величин 6 и ф в сте- 
пенные ряды в координатной системе, отнесенной к каустике. 

Для того чтобы увидеть связь между системой (7.4.102) и 
уравнением эйконала (7.4.70), умножим второе уравнениев (7.4.102) 
на +2Уф (мы рассматриваем освещенную область, в которой 
¢@ > 0) и результат сложим с первым из этих уравнений. Полу- 
чим уравнение 


(У9 = Уф УФ) =1, 


которое можно записать в виде 
(VS)? =1, (7.4.105) 


где 


509. (7.4.106) 


Аналогичным образом, умножив второе уравнение в (7. 4.104) на 
+У ф, сложив результат с первым из этих уравнений и исполь- 
зовав равенство У0.Уф =0, получим 


293+ уфа + [у yest = 9-1? (4$): | ==0, (7.4.107) 


где 
И У (7.4.108) 


Уравнение (7.4.107) отличается от уравнения переноса (7.4.71) 
только наличием члена -+ (1/2) ф-!/? (УФ)?*, из-за которого 
коэффициент при = становится ограниченным в окрестности 
каустики. 

Заменив У и У’ их асимптотическими разложениями для 
больших значений аргумента, придем к разложению геометри- 
ческой оптики, полученному в предыдущем пункте (для случая 
освещенной области, ф > 0). Заменив V и V’ их асимптотическими 
разложениями для больших значений аргумента в случае ф < 0, 
получим некоторое разложение в теневой области, которое мо- 
жет быть интерпретировано с помощью комплексных лучей, фаз 
и коэффициентов переноса. 

Обзор работ по равномерным асимптотическим разложениям 
в задачах распространения волн и дифракции был дан Людви- 
rom [19705] и Бабичем [1970], [1971]. Роль координатных систем 
в приведении разложений к равномерно пригодному виду была 
исследована Заудерером [1970а]. 
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Бабич [1965] получил единое равномерно пригодное разложе- 
ние для задачи о точечном источнике, в то время как Авила 
и Келлер [1963] для нее получили сращивание трех разложений. 

Заудерер [19646], Буслаев [1964], Гримшоу [1966], Людвиг 
[1967], Льюис, Блайстайн и Людвиг [1967], в числе других авто- 
ров, рассматривали задачи дифракции на выпуклых телах. Диф- 
ракция на прозрачном теле была исследована Ральфом [1968]. 

Равномерные разложения в задаче дифракции вблизи вогну- 
той стороны некоторого тела (колебания типа шепчущей галереи) 
были получены, в числе других авторов, Кравцовым [19645], 
Матковским [1966], Людвигом (1970а]. 

Характеристические переходные области, в которых две ка- 
устики расположены близко друг к другу, аналогичны точкам 
возврата второго порядка. В этих случаях в равномерные разло- 
жения входят функции Вебера или функции параболического 
цилиндра. Некоторые задачи указанного типа изучены Кравио- 
вым [1965], Бабичем и Кравцовой [1967], Вайнштейном [1969] 
и Заудерером [1970a], [19705]. 

Дифракцию на тонком экране (дифракцию Френеля) исследо- 
вали ‘adi [1967], Керстен [1967], Алувалиа, Льюис и Боерсма 
[1968]. 

Области многократного перехода возникают при касательном 
пересечении двух или более каустик и границ тени, как, напри- 
мер, вблизи границ каустик (Леви и Фельзен [1967]), угловых 
точек на каустиках (Людвиг [1966]) и точек дифракции гладких 
тел (Людвиг [1967]). Задачи с переходными областями, в числе 
других авторов, исследовали Заудерер [1964a], [1970а], Фок 
[1965], Ральф [1967] и Блайстайн [1967]. 


7.4.6. Метод сглаживания 


Для того чтобы применить эту методику к уравнению (7.4.3) 
с центрированной случайной функцией п?(г), преобразуем сна- 
чала его в интегральное уравнение 


и = Ме — Мухи. (7.4.109) 
Здесь оператор М определен равенством 
Mg = \ g (го) ь (г; го) do, (7.4.110) 


у 


где Сь,—функция Грина свободного пространства. Фриш [1968] 
показал, что многие другие линейные уравнения математической 
физики, такие, как уравнение Лиувилля для системы взаимо- 
действующих классических частиц, уравнение Хопфа в теории 
турбулентности и уравнение Фоккера —Планка, могут быть све- 
дены к интегральному уравнению вида (7.4.109). 
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Вообще говоря, для нас представляет интерес не сама функ- 
ция и, а ее проекция Ри на некоторое подпространство исход- 
ного пространства, на котором определена функция и. Например, 
в задаче распространения волн в случайной среде можно счи- 
тать Ри =<и>, а в случае М взаимодействующих частиц проек- 
ция Ри представляет собой функцию распределения скоростей 
для системы N частиц, полученную интегрированием и по всем 
пространственным координатам. Введем обозначение 


Ри=и., и =(1-—Р)и. (7.4.111) 
В задачах распрсстранения волн в случайных средах и, пред- 
ставляет собой когерентную составляющую поля (среднее значе- 
ние), в то время как и; представляет собой некогерентную со- 


ставляющую (флуктуирующую составляющую). Для детерминиро- 
ванной функции g и центрированной случайной функции у имеем 


Pg=g, РМ= МР, PyP=0. (7.4.112) 
Действуя оператором Р на (7.4.109) слева, получим 
и, = Mg—ek?M Py (Pu+u;)=Mg—ek*MPyu,;. (7.4.113) 
Действуя опять-таки на (7.4.109) оператором /—Р слева, по- 
лучим 
и; = — в? М (1 —Р) (и. и) = 
= — ek? M (1 — P) хи. —=Е?М (1 —P) yu;. (7.4. 114) 
Применив для решения (7.4.114) формально метод последова- 
тельных приближений, получим следующую зависимость и; от ис: 


и; = У [— &^2М (I —P) x]" ис. (7.4.115) 


n=l 


Подставив это выражение для и; в (7.4.113), будем иметь 
и. МЕ евемРу a [-- сем Ру 
n=l 


Поскольку u.= Pu,, TO это уравнение можно записать в виде 
u.=Mg+MQu,, (7.4.116) 
где 


9=— У зу [-— гЁзМ (1—Р) x)" P. (7.4.117) 
n=l 


Для случайных операторов уравнение (7.4.116) представляет 
собой в точности уравнение Дайсона (7.4.49), в котором Q — 
массовый оператор. 
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Фриш [1968] назвал эту методику методом сглаживания, по- 
скольку она является как бы аналогом метода усреднения (гл. 5), 
в котором зависимые переменные состоят из медленных и быстро- 
периодических слагаемых. Для стохастических уравнений эту 
методику впервые ввели Примас [1961], Эрнст и Примас [1963], 
Татарский и Герценштейн [1963]. Цванциг [1964] применил ее 
для уравнения Лиувилля. 

Сглаживание первого порядка задается соотношением (7.4.116), 
в котором использован один член выражения (7.4.117), т. е. за- 
дается равенством 


Q =ek*PyM (I —P)¥P = =*Рх МУР. 
Следовательно, 
и, = Mg -+e?kt*M PyMyPu,. (7.4.118) 
Это уравнение совпадает с уравнением Буре (7.4.54) для линей- 
ных случайных сред и с уравнением Ландау для задачи Лиу- 
вилля (см., например, Пригожин [1962]). Для линейных случайных 


сред это первое приближение получили также Келлер [1962] и 
Кубо [1963]. 


Упражнения 


7.1. Определить для больших значений х асимптотические разложения 
решений уравнений 


i223 
ви (14-45) 90, 
1, 2 

би (ве) 90 
(в) x°y”-++ xy’ + (х2 — п?) у=0, 

я. 1.2 
(г) y ++) 9=0, 
(д) у’ ху’ у=0. 


7.2. Определить для больших значений х асимптотические разложения 
решений уравнений 


ee 
(a) y"& (ит) 90 
9 
(6) y" + (fe ) y=0, 
25 
(в) ухи’ +7 Py =0, 
(г) у’ х-1Ву’ + x-2y=0. 


7.3. Рассмотреть уравнение 
И —A®x-27y=0. 
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(а) Показать, что точное решение имеет вид 
у=ах" + ох”, 
где ту, 2 = 1/2 + V 2+ 14. 


(6) Определить первое приближение BKB. 
(в) Сравнить это приближение с точным решением (Джеффрис, [1962]. 


7.4. Определить первое приближение для больших A в задаче на собст- 
венные значения 


u"-+-A?f (x)u=0, f(x) > 0, 
и (0) =u (1) =0. 


7.5. Рассмотреть уравнение 
о 
и" -|- jroo УЕ ". и=0. 
n=] 


Положить 
we 
5 
u=w(xjeP™ 8), ф= У erp, (x), 
n=l 


где 
у" -|- | (x)w=0. 
Определить уравнение для ф и затем найти ф„ (Брулл и Соулер [1966]). 


7.6. Определить равномерное асимптотическое разложение для решения 
уравнения 


и-- о? (ef) и== | (et), 
где в-——малый параметр, а {— ограниченная непериодическая функция ¢. 


7.7. Рассмотреть уравнение 
и-- 0? (et)u=Rcosq, 


в котором p=A/(el). Определить равномерные асимптотические разложения 
для случаев: (а) значения А не близки к @; (6) при некотором Ё = & > 0 имеет 
место A=w (Кевоэкян [1971]. 


7.8. Рассмотреть уравнение 
и— 1 [61 (et) + ©; (et)} &— в (20) ws (et) и= | (et), 


где точки над буквой означают дифференцирование по К а &—малый пара- 
метр. Определить равномерные асимптотические приближения к решениям 
этого уравнения для случаев: (a) f (28) =0; (6) {() — ограниченная HenepHo- 
дическая функция #; (в) f (ef)—=k exp (ig), причем ф=А (el) 2; (г) функция 
f (ef) имеет тот же вид, что и в пункте (в), но при некотором #=4, имеет 
место A=). 


7.9. Определить равномерное асимптотическое разложение общего реше- 
ния уравнения | 


2? у” в (2х +} у’-+-2ху=0, Ох 1. 
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7.10. Функции Бесселя J, (nx), У» (nx) и НО, a (nx) являются решениями 
дифференциального уравнения 
ху" ху’ п? (x?—1) y=0. 


Определить равномерное асимптотическое разложение для общего решения 
этого уравнения при больших п. 


7.11. Определить равномерные асимптотические разложения решений 
уравнения 


1 (1-х) —2“ _ a 
y+ (1-F x)? y=0, l<x< о, 


при малом & и “ — постоянном. 


7.12. Рассмотреть задачу Гретца о теплопроводности в трубе 
и"-- А (1 —х?) | (x) и=0, 
u(lj=u(— 1 =0, 


в которой AS>1 u f (x)=f(—x) > 0. Определить первое приближение к A 
и к собственным функциям, используя: (а) метод сращивания асимптотических 
разложений (Селлерс, Трибус и Клейн [1956]); (6) метод многих масштабов 
или преобразование Лангера (Найфэ [1965]. 


7.13. Дано, что f(x) >0 и ^>1. Определить первые приближения в 
следующих задачах на собственные значения: 


(а) y" +A? (1—х) f (x) y=0, 
y(0)=0, yl) < о; 
(6) xy’ + y' ++ A*af (x) y=0, 
y(Ij=0, (0) < о; 
(в) и’--А? (1 —x)" f (x) у=0, п натуральное число, 
y(0)=0, у(°) < о; 
(г) xy” ty’ +A2x"f (x) у=0, п— натуральное число, 
у (1) =0, y(0) <о; 
(д) и’-ЕА? (x— 1)" (2—x)” f (x) у=0, т и п—натуральные числа, 
у < © для всех х. 


7.14. Рассмотреть задачу Гретца о теплопроводности в трубе 
ra” tu’ +h2r (1 — г?) | (г) и =0, 
и (1 =0, и(0) < о, 


для случая, когда AS>1 и f(r) > 0. (а) Определить разложение, пригодное 
вдали от точек г=0 и г= 1; (6) определить разложения, пригодные к окрест- 
ности точек г=0 и г==1; (в) срастить эти три разложения, определить А, 
получить равномерно пригодное составное разложение (Селлерс, Трибус и 
Клейн [1956]. 


7.15. Вновь рассмотреть упражнение (7.14). (a) Определить с помощью 
преобразования Лангера разложение, пригодное вдали от точки г==0; (6) опре- 
делить разложение, пригодное вдали от точки г= 1, используя преобразование 
Олвера; (в) для нахождения А срастить эти два разложения; (г) получить 
составное равномерно пригодное разложение; (д} сравнить полученные резуль- 
таты с результатами упражнения 7.14. 
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7.16. Рассмотреть уравнение 
y” —h2 (х— 1) (2—х) у=0. 


Определить приближенное решение этого уравнения при условии, что AS | 
и у< © для всех x. 


7.17. Рассмотреть задачу 
"$02 (1—2) (— и)” F (x) и-=0, 
и(П=и (а) =0, 
в которой ADI, f(x) > 0, апи т — натуральные числа, п < 1. Определить 


разложения, пригодные вдали от точек х=и и х=1, используя преобразо- 
вание Олвера; срастив их, найти A; построить составное разложение. 


7.18. Рассмотреть задачу 


ги” +- ри’ ит (1 -—г)т f(r) u=0, 
и (11=0, uO) < @, 
в которой AS 1, f(r) > 0, и— действительное число, а л и т— натуральные 
числа. Используя преобразование Олвера, определить разложения, пригодные 


вдали от точек г==0 и r=1; срастив их, найти А; построить составное раз- 
ложение (Найфэ [1967а]). 


7.19. Дано, что f(x) >0 и ^>!. Определить первые приближения в 
следующих задачах на собственные значения: 

(а) ху’ у’ +-A*x (1—х) F(x) y=0, 

(6) xy” Ну’ Ах” (1—х)" F(x) у=0. 
Здесь т и п натуральные числа, а собственные функции удовлетворяют ус- 
ловию у < © для х= 0. 


7.20. Каким способом можно определить частное решение уравнения 
и" -|- ^223и = А?р (2) 


при ^»1 в следующих случаях: (а) 2 (0) 40; (6) 5 (0) 


=0, но g’ (0) 40; 
(в) g(0)=g’ (0) =0, но g” (0) #0; (г) g(0)=g’ (0) ==” (0) =0? 
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